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1. MENGEN UND ABBILDUNGEN

Definition 1.1. Eine Menge M ist eine Zusammmenfassung von ge-
wissen Objekten, den sogenannten Elementen von M. Die leere Menge
() ist die Menge, die kein Objekt enthélt.

NB. Diese erste Definition ist nicht prézise; eine genaue Festlegung
des Begriffs einer Menge, und der mit Mengen zuldssigen Operationen,
erfordert eine axiomatische Begriindung der Mengenlehre, die fiir eine
Einfithrung in die lineare Algebra nicht angebracht ist. Wir verwenden
daher nur die obige, naive Definition.

em € M : m ist Element von M,

em & M : m ist kein Element von M,

o M = {my,my,...}: M ist die Menge mit den Elemente mq,ms ...,
e M = {z | z erfiillt Eigenschaft P} : Menge der = mit Eigenschaft P.

Beispiele 1.2. (a) N = {1,2,3,...} Menge der natiirlichen Zahlen;
No ={0,1,2,...} die Menge der natiirlichen Zahlen einschliesslich 0.
(b)Z=4{...,—1,0,1,2,...} Menge der ganzen Zahlen.

(¢c) Q=A{p/q | p,qa €Z, q# 0 } Menge der rationalen Zahlen.

(d) R Menge der reellen Zahlen.

Definition 1.3. Sei M eine Menge.

(a) Eine Menge N ist eine Untermenge (oder Teilmenge) von M, N C
M, falls jedes Element von N in M liegt. Ist N C M und gibt es we-
nigstens ein m € M mit m ¢ N, so schreibe N C M. Zwei Mengen
M, N sind gleich, M = N, wenn N C M und M C N gilt. Die Potenz-
menge P(M) ist die Menge aller Teilmengen von M; es ist () € P(M).

(b) Seien N; C M,j € J, J eine nichtleere Indexmenge (nicht un-
bedingt endlich). Die Vereinigung und der Durchschnitt der N, sind
definiert als die Mengen

.UJNj = {meM|meN,firein j },
j€
ﬂJNj = {me M |me N, fir alle j }.
je

Ist J = (), so setze U;N; = 0 und N;N; = M.
(c) Ist N; € M, j = 1,2, so ist die Differenz von Ny und N, die Menge

Nl\NQZ{n1€N1|’I’L1¢N2}.

(d) Seien M; # (,i = 1,...,k Mengen. Betrachte geordnete k-Tupel
(mq,...,mg),m; € M;, d.h. (mq,...,my) = (my,...,m}) < m; =m,]



firi =1,..., k. Das (kartesische) Produkt der M; ist definiert als
My x - X My = {(ma,...,my) | m; € M; }.

Seien A, B,C, N; fiir j € J Teilmengen einer Menge M. Dann gilt:
e AUB=BUAund ANB=BNA.

e AU(BUC)=(AUB)UCund AN(BNC)=(ANnB)NC.

o AN (U;N;) =U;(ANN;) und AU (N;N;) =N;(AUN;).

Beispiel 1.4. Sei M = N, N;, Ny C M die Mengen N; = {1} und
N2 = {1,2} Dann ist N1 U N2 = {1,2}, N1 N N2 = {1},N1 \ N2 =
@,NQ\Nl = {2},N1><N2 = {(1, ].), (1,2)} und Nox Ny = {(1, ].), (2, ].)}

Definition 1.5. Sei M eine Menge und N; C M, j € J, Teilmengen.
Die N; bilden eine Partition von M, falls jedes m € M in genau einer
der Teilmengen N; liegt d.h. falls gilt

M = U;N; und N; N Ny = 0 fiir j # &, j,k € J.

Beispiel 1.6. Sei N C M und N = M\N (d.h. N ist das Komplement
von N in M). Dann bilden N und N eine Partition von M.

Wir wollen Partitionen einer Menge charakterisieren. Ist M = U;N;
eine Partition, so nennen wir zwei Elemente m,m’ € M &quivalent,
m ~ ', falls m,m’ € Nj fiir ein j gilt. Fiir m, m',m” € M folgt:

(i) m ~m,

(ii)) m ~m' = m' ~m,

(iii) m ~ m' und m' ~ m" = m ~m”.

Wir zeigen, dass umgekehrt (i)-(iii) eine Partition bestimmen.

Definition 1.7. (a) Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Teil-
menge R C M x M. Sind m,m’ € M und gilt (m,m’) € R, so schreibe
mRm' (m und m' stehen zueinander in Relation R).
(b) Eine Relation R auf einer Menge M ist eine Aquivalenzrelation,
falls fiir alle Elemente m, m’,m” € M gilt:

(i) mRm (Reflexivitit),

(ii) mRm' = m/Rm (Symmetrie),

(iii) mRm' und m' Rm” = mRm” (Transitivitit)
Ist R eine Aquivalenzrelation, so schreibe ~ fiir R und m ~ m’ fiir
mRm’; die Menge der zu einem m € M aquivalenten Elemente bildet
die Aquivalenzklasse [m] von m:

m)|={m' e M | m~m'} C M.

Lemma 1.8. Sei M eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf
M. Dann gilt fiir m,m’ € M entweder [m] N [m'] =0 oder [m] = [m/];
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die verschiedenen Aquivalenzklassen beziiglich ~ bilden eine Partition
von M.

NB. Partition von M < Aquivalenzrelation auf M.

Beweis. Klar ist U,,[m] C M. Wegen (i) gilt fiir m € M stets m € [m],
also ist auch M C U,,[m] und somit M = U,,[m]. Sei ) # [m] N [m/],
zu zeigen ist [m| = [m/]. Ist my € [m]| N [m’], so gilt my ~ m und
mo ~ m'. Sei my € [m], d.h. m; ~ m. Wegen (ii) folgt aus mo ~ m auch
m ~ mg, und (iii) angewandt auf m; ~ m und m ~ mg liefert m; ~ my.
Nochmalige Anwendung von (iii) auf m; ~ mg und mg ~ m’ zeigt
my ~ m’, also ist my € [m'] und [m] C [m/]. Aus Symmetriegriinden
(vertauschen der Rollen von m und m’) folgt genauso die umgekehrte
Inklusion [m/] C [m], d.h. es gilt [m] = [m/]. O

Beispiele 1.9. (a) Sei M = R? und L C M die Menge der Geraden in
M. Fiir 11,1 € L definiert

Iy ~ly <1 || la (d.h. die Geraden sind parallel)

eine Aquivalenzrelation auf L.
(b) Sei M = Z und m > 1 eine ganze Zahl. Fiir ny,ny € Z definiere
ny = na(mod m) < m|(ny — na).
Dann definiert = eine Aquivalenzrelation auf Z:
(i) n = n(mod m), wegen m|n —n = 0,
(ii) my = na(mod m) heisst ny — ny = km fiir ein k € Z; in diesem
Fall folgt —km = ny — ny, d.h. ny = ny(mod m).
(iii) Ist ny = na(mod m), km = ny —ns und ny = nz(mod m), Im =
ne — ng, so folgt (k + l)m = n; — ns, also ny = ng(mod m).
Sei Z/mZ die Menge der Aquivalenzklassen dieser Aquivalenzrelation
Z/mZ=A[r] | reZ}y={{r+mk| keZ}}.

Nach Lemma 1.8 bilden die verschiedenen Aquivalenzklassen eine Par-
tition von Z; dies sind die Mengen [r] fiir 0 < r < m (d.h. die ver-
schiedenen Aquivalenzklassen entsprechen den maglichen Resten bei
‘Division durch m’ und werden daher auch ‘Restklassen’ genannt).

Ist m = 2, so besteht die Restklasse [0] aus den geraden und die
Restklasse [1] aus den ungeraden ganzen Zahlen, d.h. Z/27Z = {[0], [1]}
und die entsprechene Partition von Z hat die Form

Z = [0] U [1] = {geraden ganzen Zahlen} U {ungerade ganze Zahlen}.

Definition 1.10. Seien M # () ## N Mengen.
(a) Eine Abbildung f von M nach N, f : M — N, ordnet jedem
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m € M genau ein n € N zu; im Fall f : m — n schreibe f(m) =n
(genauer: eine Abbildung ist eine Teilmenge F' C M x N, so dass es
fiir jedes m € M genau ein n € N mit (m,n) € F gibt; in diesem
Fall definiere f(m) = n). Zwei Abbildungen f,g: M — N sind gleich,
f =g, falls f(m) = g(m) fiir alle m € M gilt. Setze

Abb(M,N)={f| f: M — N Abbildung }.
(b) Die Identitédtsabbildung auf M ist definiert durch idy : M —
M, idy;(m) = m fiir m € M.

(c) Seien M; nichtleere Mengen, ¢ = 1,2,3, f € Abb(M;, Ms) und
g € Abb(M;, M3). Das Kompositum go f von f und g ist die Abbildung
go f: My — My, my— g(f(my)), mi € M.

e Fiir f S Abb(Ml, MQ), g € Abb(MQ, Mg) und h € Abb(Mg, M4) gllt

ho(go f)=(hog)o f (dh. die Bildung von o ist assoziativ).
o Ist f € Abb(M,N), so gilt f =idyof und f = f oidy,.
Definition 1.11. Seien M # () # N Mengen und f € Abb(M, N).
(a) Ist U C M, so ist das Bild von U unter f die Menge
fO) = {f(w) |ue U }C N,

(b) Ist V' C N, so ist das Urbild von V unter f die Menge

fHV)y={m| f(m)eV}C M.
(c) f ist surjektiv, falls f(M) = N gilt, d.h. zu jedem n € N gibt es
ein m € M mit f(m) =n.
(d) f ist injektiv, falls aus f(my) = f(me) mit my,my € M stets

my = mo folgt; in diesem Fall besteht das Urbild eines jeden n € N
aus maximal einem Element.

(e) f ist bijektiv, falls f injektiv und surjektiv ist.
Lemma 1.12. Seien M # () # N Mengen und sei f € Abb(M, N).
(a) f ist genau dann injektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) gibt, sodass
gilt: g o f =1idyy.
(b) f ist genau dann surjektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) gibt, sodass
gilt: fog=1idy.
(c) [ ist genau dann bijektiv, wenn es ein g € Abb(N, M) mit

go f=idy und fog=idy
gibt; in diesem Fall ist g eindeutig bestimmt und ebenfalls bijektiv.

Beweis. Ubung. O
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Definition 1.13. Sei f € Abb(M, N) bijektiv. Dann gibt es nach Lem-
ma 1.12 eine eindeutig bestimmte Abbildung g € Abb(N, M), sodass
gilt: go f = idy und fog =idj,. In diesem Fall ist g ebenfalls bijektiv;
g = f~!ist die zu f inverse Abbildung.

e Seien f € Abb(M;, My) und g € Abb(Ms, M;) bijektiv. Dann ist
auch g o f bijektiv und es gilt: (go f)™! = f~' o ¢g~!. Genauer: Da die
Bildung des Kompositums von Abbildungen assoziativ ist, gilt

(gof)o(fTtog™)=go(fo(ftogh))=go((fofog™) =
=go(idyog7!) =gog™" =idu,;
dhnlich folgt (f~tog 1) o(go f) = idy,. Nach Lemma 1.12(c) ist daher
g o f bijektiv und (go f)™t = ftog™l.

Bemerkung 1.14. Zwei Mengen M, N sind gleichmdchtig, falls es ei-
ne Bijektion von M auf N gibt, in diesem Fall schreibe |M| = |N]|. Ist
M =0, so setzte | M| = 0. Eine Menge M ist endlich, falls M = @ oder
es eine Bijektion von M auf {1,...n} C N fiir ein geeignetes n € N
gibt. In diesem Fall ist n durch M eindeutig bestimmt, und |M| = n.
Fiir endliche Mengen gilt: Ist N C M und |N| = |M|, so ist N = M.

Fiir unendliche Mengen, d.h. nicht endliche Mengen, gilt dies nicht.
Zum Beispiel, es ist N C Z C Q, aber |[N| = |Z| = |Q|; Mengen mit
der Eigenschaft, dass |M| = |N| gilt heissen abzdhlbar unendlich; die
Menge R ist nicht abzdhlbar unendlich.

Die Frage, ob fiir eine unendliche Teilmenge M C R entweder |M| =
IN| oder |M| = |R| gilt wurde von D. Hilbert 1900 als die Kontinuums-
hypothese formuliert. P. Cohen zeigte 1963, dass sich diese Frage mit
den iiblichen Axiomen der Mengenlehre weder beweisen noch widerle-
gen lasst.

Lemma 1.15. Seien M, N nichtleere endliche Mengen mit |M| = |N|
und sei f € Abb(M, N). Dann sind gleichwertig:

(a) f ist bijektiv,

(b) f ist injektiv,

(c) f ist surjektiv.

NB. Das obige Lemma gilt nicht fiir unendlichen Mengen: Zum Bei-
spiel, die Abbildung f : Z — Z, f(n) = 2n ist eine Abbildung zwischen
zwel (unendlichen) Mengen der gleichen Méchtigkeit, und ist injektiv,
aber nicht surjektiv.

Beweis. (a)=-(b): Trivial nach Definition. (b)=- (c): Da f injektiv ist,

gilt [M| = |f(M)]|, und wegen |M| = |N| ist somit |f(M)| = |N|. Da
f(M) € N und |M| = |N| endlich ist, folgt f(M) = N, also ist f
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surjektiv. (c)= (a): Fiir ny,ny € N, ny # ng, ist f~(ny) N fH(ng) =
0, d.h. die Urbilder f~'(n) der n € N definieren eine Partition von M

_ -1
Da f surjektiv ist, gilt |f~!(n)| > 1 fiir alle n € N, damit folgt
_ -1 _ -1 _
(Ml =] U f (=D 1f ' =) 1=I|N]|.
nenN nenN
Da nach Annahme |N| = |M]| gilt, folgt |f~!(n)| =1 fir n € N, d.h. f
ist injektiv. O
Lemma 1.16. Sei f : M — N eine Abbildung und seien My, My C M

und N1, No C N Teilmengen. Dann gilt:

(a) f(MyUMy) = f(My)U f(My),
(b) f(MyN M) C f(My)N f(My),
(c) fTH(N1UNy) Y(ND) U fH(N),
(d) fH (N1 N Ny) Y(Ny) N fH(NG).

Beweis. Ubung. O

-1
=7

2. GRUPPEN I

Eine Menge G hat die Struktur einer (abelschen) Gruppe, wenn es
eine ‘Addition’ mit den Eigenschaften der Addition in den ganzen Zah-
len Z gibt; allgemein ist eine Gruppenstruktur auf einer Menge eine
(nicht unbedingt kommutative) ‘Verkniipfung’ von Elementen mit den
folgenden Eigenschaften:

Definition 2.1. Sei G eine nichtleere Menge. Eine Verkniipfung - auf
G ist eine Abbildung - : G x G — G, d.h. - ordnet jedem geordneten
Paar (a,b) € G x G ein Element ¢ € G zu; schreibe ¢ = a - b. Eine
Menge G, zusammen mit einer Verkniifung - ist eine Gruppe, falls gilt:
(1) - ist assoziativ: a - (b-c) = (a-b) - c fiur alle a,b,c € G.
(2) es gibt ein (links)-neutrales Element e € G mit e-a = a fiir alle
a€ .
(3) zu jedem a € G gibt es ein (links)-inverses Element, d.h. ein
beGmitb-a=ce.
Die Gruppen G ist kommutativ oder abelsch, falls zusétzlich gilt:
(4) a-b="b-a fir a,beG.

NB. Ist (G, -) eine abelsche Gruppe, so schreibt man oft a + b anstelle
von a - b (analog zu der kommutativen Addition + in Z).
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e Aufgrund des Assoziativgesetzes (1) lassen sich Produkte von Ele-
menten in einer Gruppe (G, -) beliebig klammern. Seien a, b, ¢ € G mit
ba=0b-a=e¢e¢und cb = c-b=-e. Dann gilt

ab = (ea)b = ((cb)a)b = (c(ba))b = (ce)b = c(eb) = cb = e,

d.h. ba = e impliziert ab = e (das links-inverse Element ist auch ein
rechts-inverses Element). Weiter folgt damit auch

ae = a(ba) = (ab)a = ea = a,

also liefert ea = a auch ae = a (das links-neutrale Element e ist auch
ein rechts-neutrales Element).

e Ist (G, ) eine Gruppe, so schreibe e = 1 (Einselement) und b = a~!

fiir das zu a inverse Element. Sind aq,as,...,a, € G, so schreibe
I[lyai=a;----- a,; nach Definition gilt [[)_, a; = 1.

Ist (G, +) eine abelsche Gruppe, so setze e = 0 (Nullelement) und
bezeichne das zu a inverse Element mit —a. In diesem Fall bezeich-
net .  a; die Summe der endlich vielen Elemente as,...,a,; nach
Definition ist 30, a; = 0.

Beispiele 2.2. (a) (Z,+) ist abelsche Gruppe (iibliche Addition).

(b) (Q,+) und (Q* = Q\ {0}, -) (iibliche Addition und Multiplikation)
sind abelsche Gruppen, genauso fiir (R,+) und (R* =R\ {0}, ).

(c) Die Menge Z[z] der Polynome in einer Variablen x mit ganzzahligen
Koeffizienten bildet eine abelsche Gruppe mittels der Addition

n m n+m
f=> aa'g=> bixd = f+g="> (ar+b)r"
=0 7=0 k=0

genauso ist die Menge solcher Polynome mit rationalen Koeffizienten
Q[z] bzw. reellen Koeffizienten R[z] eine abelsche Gruppe.
(d) Sei M eine Menge und Bij(M) die Menge der bijektiven Abbildun-
gen M — M. Dann bildet Bij(M) mittels der Komposition o von Ab-
bildungen einer Gruppe: Sind f, g € Bij(M), so ist auch go f € Bij(M),
das neutrale Element ist die Identitédtsabbildung id,, und das zu einem
f € Bij(M) inverse Element ist die inverse Abbildung f~*.

Ist M ={1,...,n} C N, so schreibe S,, = Bij(M); im Fall n > 3, ist
die Gruppe S,, nicht abelsch.
(e) Sei m > 1 eine ganze Zahl. Fiir a € Z betrachte die Aquivalenzklasse

lal={a+mk |k€eZ}=a+mZCZ
derjenigen Elemente von Z, die zu a kongruent modulo m sind. Setze
[a] +[b] = [a + 0],
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d.h. definiere ‘+’ auf den Aquivalenzklassen durch den Ausdruck auf
der rechten Seite. Diese Addition von [a] und [b] ist wohl-definiert:
Ist [a1] = [as], a1 — as = km und [by] = [bs], b1 — by = Im, so folgt
a1+b1—(a2+b2) = al—a2+(b1—b2) = (k:+l)m, d.h. [a1+b1] = [a2+b2].
Aus den Eigenschaften der Addition in Z ergibt sich, dass die Menge

Z/mZ ={la]=a+mZ|acZ}

bzgl. der oben definierten Verkniipfung + die Struktur einer abelschen
Gruppe mit neutralem Element [0] hat; es ist |Z/mZ| = m.

Das néchste Lemma liefert elementare Rechenregeln in Gruppen:

Lemma 2.3. Sei (G,-) eine Gruppe, a,b,c € G.
(a) ab=ac=b=c und ac=bc=a =0,
(b) (™)' =aq,

(c) (ab)™t=b"ta"t.

Beweis. (a): Ist ab = ac, so liefert Multiplikation mit a~! von links
a~t(ab) = a=(ac) Wegen a'(ab) = (ata)b=eb=bund a '(ac) = ¢
folgt b = ¢; analog mit Multiplikation mit ¢! von rechts fiir den zweiten
Fall. (b): Nach Definiton ist (a7')"*a™! = e, Multiplikation mit a von
rechts liefert (a=!)™! = a. (¢): Wegen (b~ta=1)(ab) = b~ a ta)b =
b=1(eb) = b7l =eist (ab)™t =b"la L. O

Eine Untergruppe H C G einer Gruppe G (bzgl. -) ist eine Teilmenge,
sodass die Einschriankung von - auf H eine Gruppenstruktur auf H
definiert, insbesondere muss dazu das Produkt von zwei Elementen
aus H in H liegen, und H alle Inversen und die 1 enthalten; genauer:

Definition 2.4. Sei G eine Gruppe. Eine Teilmenge H C G ist eine
Untergruppe von G, H < G, falls gilt

(a) 1le H

(b) a,be H=abe H

(c)ae H=a'€H.

NB. Ist ) # H C G eine nichtleere Teilmenge, so lassen sich die
Kriterien (a)-(c) der obigen Definition zu einer Bedingung vereinfachen:
) # H C G ist Untergruppe, falls gilt: a,b € H = ab~! € H.
Konkret: Wegen () # H gibt es ein a € H und die Bedingung impliziert
aa”' =1 € H, somit gilt (a). Ist a € H beliebig, so folgt aus 1 € H
nun la™! = a! € H, also gilt (¢). Da mit a,b € H auch a,b™! € H

ist, ist a(b™!)"' = ab € H, dies ist (b).

Beispiele 2.5. (a) In jeder Gruppe G gilt: {1} < G und G < G (die
Untergruppen {1} und G sind die trivalen Untergruppen von G).
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(b) Als additiven Gruppen: Z < Q < R.

(c) Fur die additiven Gruppen der Polynome mit ganzzahligen, ratio-
nalen und reellen Koeffizienten: Z[z] < Q[z] < R[z].

(d) Sei m > 1 eine ganze Zahl und mZ = {mk | k € Z} C Z. Dann ist
mZ < Z eine Untergruppe (fiir m > 2 ist mZ C Z und |mZ| = |Z|).

Nach Beispiel 2.5(d) bilden fiir eine ganze Zahl m > 1 die m-
Vielfachen mZ C Z eine Untergruppe von Z. Nach Beispiel 1.9(b)
definiert

ny = ne(mod m) < ml(ny —ngy), ny,ne € Z
eine Aquivalenzrelation auf Z.

Schreibt man die additive Gruppenoperation in G = Z multiplikativ
und setzt man U = mZ < 7, so entspricht der additiven Relation
m|(ny — ny) die multiplikative Relation nin,' € U. Wir zeigen, dass
diese multiplikative Relation bzgl. einer Untergruppe U < G allgemein
eine Aquivalenzrelation auf G definiert:

Lemma 2.6. Sei G eine Gruppe und U < G eine Untergruppe. Dann
definiert a ~ b < ab™! € U (a,b € G) eine Aquivalenzrelation auf G.

Beweis. Wegen aa™! =1 € U gilt a ~ a. Ist a ~ b, also ab™! € U,
so folgt (ab™")™' = ba™! € U, dh. b ~ a. Ist a ~ bund b ~ ¢, so
gilt ab™! € U und be™! € U. Es folgt ac™! = (ab™')(bc™!) € U und so
a~ c. U

Definition 2.7. Sei G eine Gruppe, U < G eine Untergruppe, und ~
die durch U definierte Aquivalenzrelation auf G' (a ~ b < ab™" € U).
Ist a € G, so ist die entsprechende Aquivalenzklasse die Menge

@] ={beGla~b}={beGlab' €U} ={be G |b=Ua} =Ug;
diese Mengen sind die Rechtsnebenklassen von U. Sind die Ua; fiir j €

J die verschiedenen Rechtsnebenklassen, so bilden diese eine Partition
G = U Uaj.

JjeJ

Ist |J| endlich, so ist |.J| der Index von U in Gj schreibe |J| = |G : U|.

e Genauso definiert a ~ b < a~'b € eine Aquivalenzrelation auf G. Die
Aquivalenzklasse von a € G ist die Linksnebenklasse

)] ={beG|la~nbl={beG|a'be U} =al.

Ist G abelsch, so gilt aU' = Ua; fiir eine nicht-abelsche Gruppe gilt dies
im allgemeinen nicht.

e Der Versuch analog zur Definition der Addition auf Z/mZ mittels
der Addition auf Z eine Verkniipfung auf der Menge der Nebenklassen
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G/U ={Ua | a € G} durch Ua - Ub = Uab zu definieren funktioniert
fiir abelsche Gruppen, aber nicht fiir allgemeine Gruppen. Dies wird
uns zu besonderen Untergruppen fiihren, den sogenannten Normaltei-
lern.

Wir geben ein einfaches Kriterium fiir die Existenz von Untergruppen
einer endlichen Gruppe:

Theorem 2.8. (Satz von Lagrange) Sei G eine endliche Gruppe (d.h.
die Menge G ist endlich) und U < G eine Untergruppe. Dann gilt:

G| = |G- UJU].

NB. Das Theorem besagt: Gibt es eine Untergruppe U < G, so ist |U]|
ein Teiler von |G|; dies ist eine notwendige Bedingung fiir die Existenz
von Untergruppen; zum Beispiel kann eine Gruppe G mit Primzahl-
ordnung |G| = p nur die trivialen Untergruppen {1} und G enthalten.

Beweis. Betrachte die Partition G = U;Ua;. Fiir a € G ist die Abbil-
dung U — Ua, u — ua surjektiv (ist ua € Ua, so gilt u — wua) und
injektiv (ist uja = usa, so folgt u; = uy), also eine Bijektion. Es folgt
laU| = |U| und |G| = |J||U| = |G : U||U|. O

Bemerkung 2.9. Die Umkehrung des Satzes von Lagrange gilt nicht,
d.h. im allgemeinen gibt es zu einem Teiler der Gruppenordnung |G|
einer endlichen Gruppe keine Untergruppe dieser Ordnung. Ein grund-
legendes Resultat in diesem Kontext ist das folgende Theorem von
Sylow:

Sei G eine endliche Gruppe, |G| = n und p eine Primzahl die n teilt.
Sei p™ die mazimale p-Potenz in n. Dann g¢ibt es eine Untergruppe
U<G mit|U|=p™.

Zum Beispiel: Jede Gruppe G mit |G| = 24 = 3 - 23 besitzt (zumin-
derstens eine) Untergruppe U < G mit |U| = 3 und eine Untergruppe
V < Gmit |V]|=23=8.

3. KORPER

Ein Korper ist eine additiv geschriebene abelsche Gruppe, auf der
zusétzlich eine Multiplikation definiert ist, die die Eigenschaften der
Multiplikation von rationalen Zahlen erfiillt.

Definition 3.1. Ein Korper K ist eine Menge mit zwei Verkniipfungen
+ und -, fiir die gilt:

(1) (K, +) ist eine abelsche Gruppe mit Nullelement 0,

(2) (K \ {0},-) ist eine abelsche Gruppen mit Einselement 1 # 0,
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B)a-(b+c)=a-b+a-cund (a+b)-c=a-c+a-b.
In Kérpern gelten viele der ‘iiblichen” Rechenregeln. Fiir a,b € K ist:
e Oa = a0 =0,
e (—1)a = —a,
e (—a)b =a(—b) = —ab,
eab=0=a=0oder b=0.
NB. Nicht alle Eigenschaften der rationalen Zahlen gelten fiir allge-
meine Korper. Zum Beispiel, in Q folgt fiir n € N und a € Q aus

n-a=(14---+1)-a =0 stets a = 0, aber es gibt Koérper mit der
Eigenschaft, dass n-a = 0 fiir n # 0 und a # 0.

Beispiele 3.2. (a) Q und R sind Kérper.
(b) Sei p eine Primzahl und Z/pZ die Menge der Restklassen modulo p.
Dann bildet Z/pZ\{[0]} bzgl. der evidenten Multiplikation [a]-[b] = [ab]

eine abelsche Gruppe, d.h. Z /PZ ist ein Korper mit p Elementen; siehe
Ubung. In Z/pZ gilt pa = 0 fir alle a € Z/pZ.

Analog zur Definition einer Untergruppe einer Gruppe ist ein Un-
terkorper oder Teilkorper eines Korpers K eine Teilmenge L C K mit
der Eigenschaft, dass sich + und - auf K zu Verkniipfungen L X L. — L
auf L einschranken, und L beziiglich dieser Verkiipfungen einen Korper

bildet.

Definition 3.3. Sei K ein Korper. Ein Unterkorper L C K ist eine
Teilmenge, sodass gilt:

(a) a,be L=a+b,a-beL,

(b) 0,1 € L,

(c)ae L= —acl,

(d)0#£aeL=a'elL.

Beispiele 3.4. (a) Q ist ein Unterkorper von R.

(b) Betrachte die Menge Q(v/2) = {a 4+ bv/2 | a,b € Q} C R. Dann ist
Q(v/2) C R ein Unterkorper mit Q € Q(v/2) € R (der Korper Q(v/2)
ist der ‘kleinste’ Teilkérper von R, der V2 enthilt):

Wir zeigen zunichst Q € Q(v/2) € R: Angenommen v/2 = p/q € Q,
p,q € Z,q # 0, p/q gekiirzt. Dann ist p* = 2¢?, also ist p? und damit
p gerade (das Quadrat einer ungeraden Zahl ist ungerade). Sei p = 2k
fir ein k € Z. Wegen 4k* = (2k)? = p* = 2¢* ist 2k* = ¢?, also ist
q gerade: Widerspruch zu p/q ist gekiirzt; dies zeigt Q C Q(v/2). Wir
nehmen nun an, dass v/3 € Q(\/ﬁ) ist, d.h. v/3 = a+bv/2 fiir a,b € Q.
Dann ist a # 0 (sonst v/3 = by/2, also 3 = 2b%) und b # 0 (sonst wire
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V3 = a € Q; ein dhnliches Argument wie fiir v/2 zeigt, dass dies nicht
gilt). Aus V3=a+b/2 folgt mit der binomischen Formel

3= a® + 2abV2 + 20,

und wegen a # 0 # b dann /2 = (3 — a® — 2b%)/2ab € Q; Widerspruch
zu V2 ¢ Q. Also ist v/3 ¢ Q(v/2) und Q(v/2) C R.

Einfaches Nachrechnen (in R!) liefert die Formeln

(a+bvV2)+ (c+v2d) = (a+c)+V20b+d),
(a+0v2) - (c+dyv2) = (ac+ 2bd)+ (ad + bc)v/?2,

d.h. Q(v/2) ist abgeschlossen bzgl. + und - und es gilt (a). Wegen
0=0+0v2und 1 = 1+0+/2 gilt (b). Da mit a+by/2 auch das additiv
Inverse —(a + bv/2) = (—a) + (—b)v/2 in Q(v/2) liegt, haben wir (c).
Fiir (d) sei 0 # a + bv/2 € Q(v/2). Dann ist a # 0 oder b # 0 und
damit a +bv/2 # 0 (ist a + b2 = 0, so folgt V2 = —a/b € Q) sowie
a—bv/2 # 0 (analog). Das multiplikative inverse Element (a + by/2)~!
ist damit durch die folgende Formel gegeben

1 a—bv2 a b
pr— g _ 2 2 .
a+bv2 a®—20>  a?—-202 a?—20? V2e @<\/_)7

dies zeigt die Bedingung (d).

4. VEKTORRAUME

Eine (abelsche) Gruppe ist eine algebraische Struktur, die die Eigen-
schaften der Addition in den ganzen Zahlen abstrahiert. Ahnlich ist die
Definition eines Korpers eine abtrakte Formulierung der Eigenschaften
der Addition und Multiplikation von rationalen Zahlen.

Die algebraische Struktur eines Vektorraums ist motiviert durch die
reelle Ebene R? = {(a,b) | a,b € R }, zusammmen mit der Addition

v=(a,b), w=(cd) ER? S v+w=(a+cb+d),
und der Skalarmultiplikation
v=(a,b) ER:,acR =a-v=(a-a, a-b).

In der abstrakten Formulierung werden die Vektoren Elemente einer
Menge und die Skalare Elemente eines Korpers sein; zur Unterschei-
dung bezeichnen wir Vektoren mit lateinischen Buchstaben a,b,c. ..
und Skalare mit griechischen Buchstaben o, 5,7, .. ..

Definition 4.1. Sei K ein Koérper. Ein K-Vektorraum ist eine Menge
V', zusammem mit einer (inneren) Verkniipfung V x V — V| (v,w)
v+ w (einer ‘Addition” +) und einer (dusseren) Vekniipfung K x V —
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V, (o,v) = a - v (einer ‘Skalarmultiplikation’ -), sodass fir «, 8 € K
und v, w € V gilt:

(1) V ist bzgl. + eine abelsche Gruppe,
(2) (a+p)v=a-v+f-vunda-(v+w)=a-v+F-w,
(3)

(- f)-v=a-(F-v),
(4) 1-v=n.

Fir K-Vektorrdume gelten die folgenden Rechenregeln (hier ist Oy
das Nullelement in V und 0k das Nullelement in K’; im Weiteren werden
diese Elemente nur mit 0 bezeichtnet, da es sich aus dem Kontext
ergibt, welche ‘Null’ gemeint ist; weiter werden wir fiir « - v oft einfach
nur av schreiben):

e -0y =0y fir a € K,

e O -v=0y firveV,

e (—a)-v=a-(—v) firae Kundv eV,

e a-v =0y fiira € K und v € V impliziert o = O oder v = Oy,
oa- (3 v) = (e v) und 35y q) v =3 1 (e - v),

© > im0 Vit Do Bivvi = Yo((ei + i) - i)

Beispiele 4.2. (a) Jede abelsche Gruppe enthélt ein Nullelement 0
und ist daher eine nicht-leere Menge. Ist V' = {0} eine ein-elementige
Menge, so ist V fiir jeden Korper K mittels 0+0 = 0 und a.- 0 = 0 ein
K-Vektorraum; V ist der triviale K-Vektorraum oder Nullraum.

(b) Sei K ein Korper. Dann ist K™ = {(aq,...,a,) | a; € K } mittels
der komponentenweisen Addition und Skalarmultiplikation

(()41,...70[”)4—(61,...7/8”) = (()61+61,"',()én+6n),

Oé'(Oéh"',Oén) — (a.alj...’o{.o{n)
ein K-Vektorraum; fiir n = 0 ist K° = {0} der Nullraum. Die K-
Vektorrdume K™ sind die zentralen Beispiele in der linearen Algebra.

(c) Sei K ein Korper und M ein Menge. Dann ist die Menge V =
Abb(M, K) der Abbildungen M — K ein K-Vektorraum beziiglich
der ‘punktweise’ definierten Verkniipfungen: f,g € V, a € K,

f+g: M— K, m— f(m)+g(m),

a-f: M=K, mw—a-f(m)
Diese Beispiele von K-Vektorrdumen treten oft in der Analysis auf;
zum Beispiel, ist I = [0,1] C R das Einheitsintervall, und K = R, so
ist V= Abb(I,R) der R-Vektorraum der reellwertigen Funktionen auf
dem Einheitsintervall.

(d) Sei K ein Korper und K[x] die Menge der Polynome in z mit
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Koeffizienten in K. Dann ist K[z] bzgl. der iiblichen Addition von
Polynomen (Addition der Koeffizienten) und der Skalarmultiplikation

aeK, f= iaixi =a-f= i(aai)xi
i=0 i=0

ein K-Vektorraum.

(e) Sei K ein Korper und k£ C K ein Unterkorper. Nach Definition ist
k < K eine abelsche Untergruppe und die Einschriankung der Multipli-
kation K x K — K auf k x K — K definiert ein Skalarprodukt, d.h. K
ist ein k-Vektorraum. Insbesondere ist wegen der Inklusionen von Un-
terkorpern Q C Q(v/2) C R, R nicht nur ein R-Vektorraum (R = R*'),
sondern auch ein Q-Vektorraum bzw. Q(+/2)-Vektorraum.

Definition 4.3. Sei V' ein K-Vektorraum. Eine Teilmenge U C V ist
ein K-Untervektorraum oder K-linearer Unterraum von V/, falls gilt:
(a) 0 #U,
(b) a,beU=a+beU,
(¢c) a€e K,a€eU = «-a€ U (insbesondere: a € U = —a € U).

e Ist V ein K-Vektorraum und U C V ein K-linearer Unterraum, so
bezeichnen wir U oft einfach als linearen Unterraum (d.h. ein linearer
Unterraum eines K-Vektorraums ist stets ein Untervektorraum iiber
demselben Korper).

Beispiele 4.4. (a) Sei V' ein K-Vektorraum. Dann ist V' C V stets ein
Unterraum. Ist v € V', so ist der von v erzeugte lineare Unterraum

K-v={a-v|aeK}CV.

Insbesondere enthélt jeder K-Vektorraum V' die linearen Unterrdume
{0} (v =0) und V; dies sind die trivialen linearen Unterrdume.

(b) Sei m < n, und sei K™ C K™ die kanonische Inklusion, die ein m-
Tupel (aq, ..., ) € K™ mit dem n-Tupel (aq, ..., ®,,0,...0) € K™
identifiziert. Dann ist K™ C K™ ein linearer Unterraum.

(c) Sei K ein Korper und M eine Menge. Ist V' = Abb(M, K) der K-
Vektorraum der K-wertigen Funktionen auf M, so bilden die stetigen
(bzw. differenzierbaren, Polynomfunktionen) einen Unterraum von V.

(d) Wegen der Inklusionen Q@ C Q(v/2) C R sind Q, Q(v/2) und R
Q-lineare Unterrdume des Q-Vektorraums R.

Wir betrachten Untervektorraume eines K-Vektorraums V.

Lemma 4.5. Sei V' ein K-Vektorraum und sei {U;},cr eine Familie
von linearen Unterrdumen von V. Dann ist U = M;c;U; C V' ebenfalls
ein linearer Unterraum.
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Beweis. Aus 0 € U; fiir alle 7 folgt 0 € U, d.h. U # (. Sind u, v’ € U
und o € K, soist u+u' € U; und « - u € U; fiir alle ¢, da die U; lineare
Unterrdume sind. Damit folgt v+« € U und oo -u € U. O

Wir wollen zu einer beliebigen Teilmenge A C V eines K-Vektorraums
den ‘kleinsten’ linearen Unterraum (A) C V' bestimmen, der die gege-
bene Menge A enthilt. Klar ist, dass dieser lineare Unterraum (A) alles
Elemente der Form

n

Za,ai, neN, o € K, a; € A

i=1
enthalten muss. Wir zeigen, dass die Menge dieser Elemente bereits
den gewiinschten linearen Unterrraum bildet:

Lemma 4.6. Sei V' ein K-Vektorraum und A C 'V eine Teilmenge.
Dann ist die Menge

(A) = {Zaiai |neN,a; € K,a; € A} C V.
i=1
ein linearer Unterraum (der von A erzeugte lineare Unterrraum). Wei-
ter ist (A)y = N{U | U C V linearer Unterraum, A C U}, d.h. (A) ist

der kleinste lineare Unterraum, der die gegebene Teilmenge A enthdlt.

NB. Ist {a;},c; C V eine Familie von Elementen von V', so definiert
man analog den von den Elementen a; erzeugten linearen Unterraum
(a; | i € I) CV als den von der Menge A = {a;}ier erzeugten Unter-
raum. Klar ist damit:

o (0) = {0},

e A C (A) fiir jede Teilmenge A C V,

e U = (U) fiir jeden linearen Unterraum U C V,

e Sind A, B C V Teilmengen, so gilt A C B = (4) C (B) und
AC (B)= (A) C (B).

Beweis. Nach Definition der leeren Summe ist Z?=1 a; -a; = 0, also ist

0 € (A) (auch wenn A = () ist). Sei @« € K und seien a,b € (A), d.h. a =
Yl _ja4a; und b = ijlﬁjbj. Dann ist

aa = Yo (aw)a
at+b = Y e+ Y Biby = Y cua,
wobei a1 ; = 85 und a,4; = b; fir 5 =1,...,s sei. Da aa und a + b in

(A) liegen definiert (A) einen linearer Unterraum.
Sei U C V ein linearer Unterraum, der A enthélt. Dann muss U auch
die (A) definierenden Ausdriicke enthalten, also ist (A) C U und da
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dies fiir jeden solchen Unterraum U gilt folgt (A) C n{U | A C U}.
Wegen A C (A) (da 1-a = afiir a € A) ist auch (A) ein Unterraum, der
A enthélt. Also ist "{U | AC U} C (A) und damit gilt Gleichheit. O

Beispiele 4.7. (a) Sei V = R2. Ist 0 # a € R? ein beliebiger nicht-
trivialer Vektor, so ist
(a) ={a-a | a€R} CR?

genau die Gerade durch den Ursprung, die durch a erzeugt wird. Ist
0 # b € R? ein weiterer Vektor mit a # « - b fiir alle & € R (d.h. die
Vektoren a und b liegen nicht auf derselben Geraden), so ist

(a,b) ={a-a+p-b|a,BecR} =R
Also gibt es zu jedem Vektor ¢ € R? Skalare «, 3 € R, sodass gilt
¢ = aa+ Bb.

(b) Sei V' = Q[z] der Q-Vektorraum aller Polynome in z mit rationalen
Koeffizienten. Dann gilt (1) = {konstante Polynome } = Q, ({1,z}) =
{Polynome vom Grad < 1}, ({1,z,2%}) = {Polynome vom Grad <
2}, etc., d.h. keine endliche Teilmenge der Form A = {1,z,22, ..., 2"}
hat die Eigenschaft, dass (A) = Q[x] ist. Allerdings ist (A) = Q|x] fiir
A={z"| ke Ny} (daz =1 ist).

Was zeichnen diejenigen Teilmengen A C V' aus, fiir die (4) = V ist:

Definition 4.8. Eine Menge A = {a;}ic; € V von Elementen eines
K-Vektorraums V' ist ein Erzeugendensystem von V| falls (A) = V
gilt, d.h. falls jeder Vektor v € V eine Darstellung als endliche Summe

UZZO@&@', o €K, a, €A
i=1
besitzt. Der Vektorraum V ist endlich erzeugt (iiber K), falls V' eine
endliches Erzeugensystem A = {ay,--- ,a,} besitzt.

NB. Ist (A) =V, so besagt dies, dass jeder Vektor v € V sich als eine
endliche Summe v = Z?Zl o;a; mit o; € K und a; € A darstellen 1ésst.
Aber: diese Darstellung ist nicht unbedingt eindeutig. Zum Beispiel, ist
A ={(1,0),(0,1),(1,1)} C R?, so ist (A) = R? aber der Nullvektor
lasst sich auf verschiedene Weise darstellen

(0,0) = 0-(1,0)+0-(0,1)

(0,0) = 1-(1,0)+1-(0,1)4+(=1)-(1,1)

Beispiele 4.9. (a) Fiirt jeden K-Vektorraum V gilt (V) = V; (V) ist
das triviale Erzeugendensystem.
(b) Nach Beispiel 4.7(a) bilden je zwei nicht-triviale Vektoren und
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nicht-kollineare (nicht auf einer Geraden liegenden) Vektoren a,b € R?
ein Erzeugendensystem, also ist R? endlich erzeugt; jede Teilmenge
A C R? die mindestens zwei nicht-triviale und nicht-kollineare Vektoren
enthélt ist ein Erzeugendensystem, d.h. R? l4sst sich von zwei (nicht un-
bedingt ‘orthogonalen’) Elementen erzeugen. Allgemein besitzt R™ ein
Erzeugendensystem aus n Elementen: Setze e; = (0,...,1,...,0) d.h. ¢;
ist der Vektor in R™ mit 1 in der i-ten Komponente und 0 in allen an-
deren. Ist v = (a1,...,a;,) € R™ ein beliebiger Vektor, so ist

n
v = E Q€.
i=1

Analog ist fiir jeden Korper K der K-Vektorraum K™ von den n Vek-
toren e;, © =1,...,n, erzeugt.

(c) Der Q-Vektorraum Qlz] ist nicht endlich erzeugt: ist A C Q[z] eine
endliche Menge von Polynomen fi,..., f,, so ist die maximale Potenz
von z in endliche Summen der Form Y ", ¢:fi, ¢ € Q, beschrinkt
und jedes Polynom mit einer hoheren Potenz von x kann nicht als eine
solche Summe dargestellt werden.

(d) Sei V = Q(v/2). Da V ein Kérper ist, ist V ein Q(v/2)-Vektorraum
und es ist (1) = V fiir V als Q(v/2)-Vektorraum. Da Q C Q(v/2) ein
Unterkorper ist, ist V' auch ein Q-Vektorraum; fiir V' als Q-Vektorraum

gilt (1,v/2) = V.

Uns interessieren Erzeugendensysteme A C V mit der Eigenschaft,
dass sich jedes v € V' eindeutig als eine endliche Linearkombination

U:Zaiai, o €K, a, €A
i=1
schreiben lasst. Diese Bedingung lédsst sich wie folgt formulieren: Sei
A = {ay,...,a,} endlich. Lisst sich jeder Vektor eindeutig als eine
endliche Linearkombination der a; darstellen, so gilt dies insbesondere
fiir den Nullvektor. Wegen 0 =0-a; +0-ay+---+ 0 - a, folgt dann

(#) Zaiai:0:>ai:0ﬁirallei:(),...,n.
i=0
Gilt umgekehrt (#), und ist v = Y"1 | oya; = >, Bia;, so folgt wegen

n

021}—1}22(%—&)@

i=1
aus (#) die Gleichheit der Koeffizienten o; = ; fiiri = 0, ..., n, d.h. die
Darstellung von v als v = > | oa; ist eindeutig.



19
Dies fithrt zu dem Begriff der linearen Unabhéangigkeit.

Definition 4.10. Sei V' ein K-Vektorraum und seien {a;};c; Vekto-
ren in V. Die Menge {a;}ics ist linear unabhéngig (die a; sind linear
unabhéngig), falls fiir jede endliche Teilmenge J C I gilt

Zajaj =0= o; =0 fiir alle j € J.
jeJ
Sind die a; nicht linear unabhéngig, so sind sie linear abhéngig.

NB. Vektoren {ay,...,a,} sind linear unabhéngig genau dann, wenn
(ai,...,a,) ein minimales Erzeugendensystem ist (d.h. kein a; hat ei-
ne Darstellung als a; = >, a;ja;, a; € K): Sind {ay,...,a,} linear
abhéngig, so gilt > " | a;a; = 0 mit nicht alle oy = 0. Ist a; # 0, so ist
@G =iz —a; taja; und (ay, ..., a,) ist nicht minimal. Ist umgekehrt
(a,...,a,) nicht minimal, so gibt es ein a; mit a; = 3, aja; und
daher (—1)a; + 3. ; aja; =0, d.h. {a1,...,a,} sind linear abhéngig.

e Die aus dem Nullvektor {0} bestehende Menge ist linear abhéngig.

e Eine Menge die einen Vektor und ein Skalarvielfaches dieses Vektors
enthélt ist linear abhéngig.

e Die aus einem Nichtnullvektor {v # 0} bestehende Menge ist linear
unabhéngig.

e Die leere Menge () ist linear unabhéngig.

Beispiele 4.11. (a) Ist V = R?, so sind die Vektoren ¢; = (1,0) und
es = (0, 1) linear unabhéngig. Dies folgt formal, da die Gleichung

(0,0) = - (1,0) = 5-(0,1) = (a, 5)

nur die Losung o« = 0 = [ hat. Die lineare Unabhéngigkeit von e;
und ey ist geometrisch klar: Jeder Vektor a € R? lisst sich auf genau
eine Weise als Summe (‘Parallelogramm’) von Vielfachen von e; und
eo darstellen. Aus dem gleichen Grund sind je zwei nicht-triviale und
nicht-kollineare Vektoren a,b € R? linear unabhiingig.

(b) Sei V' = K™ und sei ¢; = (0,...,1,...,0) der Vektor mit 1 in der

i-ten Komponente, ¢ = 1,...,n. Fiir alle Skalare «; € K gilt somit
n
(a1, ... o) = Z%‘@z‘-
i=1
Also ist Y | ae; = 0 genau dann, wenn o; = 0 fiir i = 1,....,n und

die ey, ..., e, sind linear unabhéngig.
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(c) Ist V' = Q[z] der Q-Vektorraum der Polynome mit rationalen Ko-
effizienten, so sind die Mengen A, = {1,z,...,2" | n > 0} C Q[z]
linear unabhingig: Aus Y » oz’ = 0 = > 0z folgt a; = 0 fiir
1=0,...,n.

Definition 4.12. Sei V ein K-Vektorraum. Eine Basis von V ist eine
Erzeugendensystem B = {b; | i € [} C V von V (sodass (B) = V),
welches aus linear unabhéngigen Vektoren besteht.

NB. Ist B C V eine Basis, so besagt die erste Bedingung, dass jeder
Vektor in V sich als (endliche) Linearkombination von Elementen aus
B mit Koeffizienten aus K darstellen lésst. Die zweite Bedingung impli-
ziert, dass diese Darstellung eindeutig ist. Inbesondere gilt das Prinzip
des Koeffizientenvergleichs: Ist B = {b; | i € I} C V eine Basis und ist
J C I eine endliche Teilmenge der Indexmenge, so gilt

Zajbjzzﬁjbj = o; =p; fiur je J

jeJ jed
Theorem 4.13. Sei V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum, V =
(a1,...,a,). Set 0 < k < n und seien cy,...,c; linear unabhingige

Vektoren in V. Dann gibt es eine Basis {by,...,by,} von V', sodass gilt

{c1,. .y} CH{b1, ..., b} CHay, ... a,},

d.h. jede linear unabhingige Menge {c1,...,cx} ldsst sich durch Hin-
zunahme geeigneter Vektoren aus einem Erzeugendensystem zu einer
Basis von V' ergdnzen.

NB. 1. Das Theorem besagt, dass jeder endlich erzeugte K-Vektorraum
eine Basis besitzt: Ist V' = {0}, so ist {(} eine Basis. Ist V' # {0}, so
gibt es einen Vektor 0 # ¢ € V, der linear unabhéngig ist, und {c}
lasst sich durch Hinzunahme geeigneter Vektoren aus einem Erzeugen-
densystem von V' zu einer Basis von V ergénzen.

2. Der Beweis impliziert, dass folgende Aussagen gleichwertig sind:
(a) {b1,...,by} ist eine Basis von V,

(b) {b1,...,bn} ist maximale linear unabhéngige Teilmenge in V,
(¢) (b1,...by,) ist minimales Erzeugendensystem von V.

Beweis. Wir kénnen oBdA annehmen, dass {cy,...,ct} C {ay,...,a,}

ist; sei also a; = ¢; fiir i = 1,..., k. Betrachte die Teilmengen
{ai,...;ax} CH{ar,...,an}t C{ar,...,a,},

wobei 1 < k < m < n ist, und {ay,...,a,} eine maximale linear

unabhéngige Teilmenge von {ay,...,a,} bildet. Ist m < j < n so sind
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die Vektoren ay, ..., an,a; linear abhéngig, d.h. es gibt eine Relation

m
E (e 07, + OZj(lj = 0,

wobei entweder ein «; # 0 oder a; # 0 ist. Da die ay,...a,, linear
unabhéngig sind, folgt aus der Annahme a; = 0 dann o; = --- =
o, = 0, Widerspruch. Somit ist o; # 0 und a; € (ay,...ay), da

n
a; = — Z(aj_lozi)ai € (a1, ..., anm).
i=1

Also ist (aq,...,a,) =V und {a4,...a,} ist eine Basis von V. O

Nach Theorem 4.13 hat jeder endlich erzeugte K-Vektorraum eine
Basis. Klar ist, dass eine solche Basis nicht eindeutig bestimmt ist (zum
Beispiel ist fiir V' = R? sowohl {(1,0), (0,1)}, als auch {(1,0),(1,1)}
eine Basis). Wir zeigen, dass die Anzahl der Basiselemente eine Invari-
ante des Vektorraums und unabhéngig von der Wahl der Basis ist.

Lemma 4.14. Sei V' ein K-Vektorraum und sei B = {by,...,b,} CV
eine Basis von V. Ist b = E’f:l a;b; mit a; € K und oy # 0, so ist
auch B' = {b,by,...,b,} CV eine Basis.

° Analog gilt: Ist b=>"" | o;b; mit v, # 0, so bildet auch die Menge
{b1, ..., bm—1,b,bims1,...,b,} eine Basis.

Beweis. Aus der Definition von b ergibt sich sofort

L =] b—Za” (b,ba, ..., by),

also ist (b, ba,...b,) = (by,...,b,) = V. Es bleibt zu zeigen: Die Vek-

toren b, by, . ..b, sind linear unabhéngig. Sei
5134—2@5@' =0, 8,06, € K.
=2

Dann ist

(Baq)by + Z(ﬁz + Bai)b; =0
=2
Die lineare Unabhéngigkeit der by, ..., b, liefert dann

ﬁalzﬁi—i—ﬁai:Ofﬁri:Q,...,n
Wegen a; # 0 ist § = 0 und damit dann §; =0 fir i = 2,...,n. O
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Theorem 4.15. (Austauschsatz von Steinitz) Sei V' ein K - Vektorraum
und {by,..., by} CV eine Basis von V. Ist {ay,...a,} CV eine linear
unabhdngige Teilmenge, so ist m < n und mit geeigneter Numerierung
der b; ist {ay,...,Qm,bms1,...,b,} auch eine Basis von V' (d.h. jede
linear unabhdngige Menge von Vektoren aus V lisst sich durch Hinzu-
nahme geeigneter Vektoren aus einer Basis zu einer Basis erweitern,).

Beweis. Induktion nach m. Ist m = 1, soist a; # 0 und a; = Z;;l ;b;
mit «; # 0 fiir ein 7; 0BdA ist ay # 0. Nach Lemma 4.14 ist dann die

Menge {aq, by, ..., b,} wieder eine Basis von V. Sei nun 1 < m < n.
Da die ay, . .., a,;,_1 linear unabhéngig sind gibt es nach Induktion eine
Basis {a1,...,@m-1,bm,...b,} von V. Angenommen

m—1 n
am = Zﬁjag‘ + Z%‘bi, B, i € K.

j=1 i=m
Dadie ay, ..., a,, linear unabhingig sind ist a,, keine Linearkombinati-
on von ay, . . ., a,,—1 und es gibt ein ; # 0; wir kénnen durch Umnume-
rierung annehmen, dass v, # 0 ist. Nach Lemma 4.14 kénnen wir dann
by, durch a,, ersetzen, und erhalten eine Basis {a1, . .., am, byi1, - -+, bn}-
Ist {ai,...,a,} eine linear unabhéngige Teilmenge mit m > n, so
folgt wie oben, dass {ai,...,a,} eine Basis von V bildet. Insbeson-
dere ist wegen a,+1 € V dann a,,1 € (ay,...,a,), was der linearen
Unabhéngigkeit von {ay,...,a,} widerspricht, also ist m < n. O

Theorem 4.16. Sei V' ein endlich erzeugter K -Vektorraum. Dann hat
V' eine Basis {by,...,b,} und jede Basis hat genau n Elemente.

Beweis. Theorem 4.13 besagt, dass V' eine Basis {b1, ..., b, } besitzt. Sei
{V. |i € I} CV eine weitere Basis von V. Wire |I| > n, so gébe esin V
eine linear unabhéngige Menge 0/, ..., ¥/, mit mehr als n Elementen;
dies widerspricht Theorem 4.15. Also ist |/| < n. Vertauschung der
Rollen der beiden Basen zeigt n < |I], also ist n = |I]. O

Definition 4.17. Sei 0 # V ein endlich erzeugbarer K-Vektorraum.
Die Dimension (oder K-Dimension) dimg V' ist die Anzahl der Ele-
mente einer (und damit jeder) Basis von V. Ist V' = {0}, so setze

NB. Mit Hilfe des ‘Zornschen Lemmas’ kann man die Existenz von
Basen in beliebigen K-Vektorrdumen (d.h. nicht unbedingt endlich er-
zeugbaren K-Vektorrdumen) beweisen. Der Beweis liefert die Existenz,
ist aber nicht konstruktiv. Je zwei Basen haben die gleiche Méchtigkeit.
Ist V' endlich erzeugt, so schreibe dim V' < oo; ist V' nicht endlich er-
zeugbar, so setze dimV = oo.
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Beispiele 4.18. (a) Fiir jeden Korper K ist ist {e1,...,e,} C K" eine
Basis; die sogenannte Standardbasis. Also ist dim K" = n.

(b) Betrachte die Inklusionen von Kérpern Q@ C Q(v/2) € R. Der
Q Vektorraum @ = Q' hat Dimension 1. Der Q-Vektorraum Q(v/2)
wird von {1,/2} erzeugt. Da {1,+/2} auch linear unabhingig sind, ist
dimg Q(\/ﬁ) = 2. Fiir die reellen Zahlen R, aufgefasst als Q-Vektorraum,
gilt dimgp R = oo: Hétte R eine endliche Q-Basis, so wire R abzéhlbar,
Widerspruch.

(c) Fiir den Q-Vektorraum Q[z] der Polynome mit rationalen Koeffizi-
enten gilt ebenfalls dimg Q[z] = oo; eine (unendliche) Basis ist durch
die Menge {1, z,2%---} gegeben.

(d) Sei K ein Korper, M eine Menge, und V = Abb(M, K) der K-
Vektorraum der K-wertigen Funktionen. Fiir m € M sei f,,: M — K
die Abbildung f,,(m) = 1 und f,,(m') = 0 fiir m # m’ € M. Seien
maq, ..., m, paarweise veschiedene Elemente von M und sei

Zaifmi = O, o, € K.
i=1
Dann ist
0= (Zaifmi)(mj) =q;firj=1,...,n
i=1
Also sind die fi,,,..., fm, linear unabhéngig. Ist M = oo, so folgt

dimg V' = oo. Ist |M| = n < oo, so hat jedes Element f € V eine
Darstellung als eine endliche Linearkombination

f: Z f(m)fma

meM

d.h. die {f,, | m € M } bilden eine Basis von V und dimg V = |M|.

Sei V' ein K-Vektorraum und seien U; C V lineare Unterrdume,
1=1,..., k. Die Summe der U; ist definiert als die Menge
U+ Ug={us+-+u |u, €U; } CV.
Esist Uy + -+ U, = (U, U;) C V, d.h. die Summe Uy +---+ U, CV
ist ein linearer Unterraum; sieche Ubung.

Lemma 4.19. Sei V' ein K-Vektorraum mit dimV = n < oo und
U CV ein linearer Unterraum. Dann gilt

(a) dimU < dimV,
(b) Ist{by,...,bp} C U eine Basis, so gibt es eine Basis von V der
Form {by,... bk, bgs1,...,bn}.
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(¢c) Es gibt einen linearen Unterraum W C V', sodass gilt: V =
U+W und UNW = {0} (der Unterraum W ist ein Komplement
von U in'V),

(d) dimU = dim V' genau dann, wenn U = V.

Beweis. (a): Ist U = {0}, soist dimU = 0 < n. Ist U # {0}, so gilt fiir
jede linear unabhéngige Teilmenge B C U nach Theorem 4.15 |B| < n.
Insbesondere hat eine maximale linear unabhéngige Teilmenge B C U,
also eine Basis von U, maximal n Elemente und dim U < dim V.

(b): Folgt aus Theorem 4.13.

(c): Ist {b1,...,b;} eine Basis von U, so lésst sich diese nach (b) zu
einer Basis {by,..., bk, bg11,-..,b,} von V ergidnzen. Fiir den linearen
Unterraum W = (bgiq,...,b,) gilt U+ W =V und UNW = {0}.

(d): Sei dimU = dimV = n. Ist {by,...,b,} eine Basis von U, so ist
nach (b) {by,...,b,} auch Basis von V, und U = (b,...,b,) = V. Die
Umkehrung ist trivial. U

Beispiel 4.20. Ist M eine Menge und N C M eine Teilmenge, so ist
das mengentheoretische Komplement N = M\N = {m € M | m ¢ N}
eindeutig bestimmt. Dies gilt im allgemeinen nicht fiir Komplemente
von linearen Unterrdumen: Ist V' ein endlich erzeugter K-Vektorraum
und {0} € U C V ein linearer Unterraum, so hat U stets mehrere
Komplemente. Ist {b,...,b;} eine Basis von V und {by,...,b,} eine
Basis von V', so definiert fiir jedes @ € K der lineare Unterraum

Wa = <bk+1, .. .,bnfl,bn + Oéb1>

ein Komplement von U in V. Klar ist, dass U + W, = V ist. Ist

n—1 k
> b+ by +ab) =Y aib € UNW,,
j=k+1 i=1

so ergibt sich eine Darstellung der 0 und Koeffizientenvergleich zeigt
a; = - =, =0, also ist U N W, = {0}. Fiir verschiedene o € K
sind die W, verschieden; ist K unendlich, so gibt es sogar unendlich
viele Komplemente von U in V. Konkret: Sei V = R?, U = ((1,0)) und
{(1,0),(0,1)} die Standardbasis von V. Fiir o € R ist W, = ((«a;, 1)).
Fir a, o € R, a # o/ ist (a, 1) # (/, 1), d.h. die durch diese Vektoren
erzeugten Unterraume W, und W, sind verschiedene Geraden durch
den Ursprung; jede von der Achse x-Achse U = ((1,0)) verschiedende
Gerade durch den Ursprung liefert ein Komplement von U in V.
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5. LINEARE ABBILDUNGEN UND FAKTORRAUME

Wir wollen K-Vektorrdume mittels Abildungen vergleichen. Ein Vek-
torraum ist eine Menge, zusammen mit einer ‘algebraischen’ Struktur
(‘Addition’ und ’Skalarmultiplikation’), und wir verlangen, dass Abbil-
dungen zwischen Vektorrdumen diese Strukturen erhalten.

Abstrakt sollte eine strukturerhaltende Abbildung die folgende Ei-
genschaft haben: Ist M eine Menge mit einer Verkiipfung *,, und N
eine Menge mit einer Verkniipfung *y, so ist eine Abbildung von Men-
gen f: M — N mit diesen Verkniipfungen vertréglich, falls gilt

f(mospm') = f(m) sy f(m'), m,m" € M,

d.h. es ist egal, ob man in M verkniipft und dann abbildet oder zuerst
abbildet und dann in N verkniipft. Weiter sollte eine solche Abbildung
das neutrale Element e); bzgl. %), auf das neutrale Element ey bzgl.
x abbilden. Die strukturerhaltenden Abbildungen werden Homomor-
phismen genannt.

Zum Beispiel: Sind G, H Gruppen, so ist ein Gruppenhomomorphis-
mus eine Abbildung f : G — H, sodass fiir alle g, ¢’ € G gilt

flg-9") = F9)- I(9),

(wegen 1p - f(le) = f(le - lo) = f(le) - f(le) gilt f(le) = 1u).
Sind K, L Korper, so ist ein Kérperhomomorphismus eine Abbildung
f+ K — L, sodass fiir alle a,b € K die folgenden Formeln gelten

fla+b) = fla)+ f(b),
fla-b) = fla)- f(b),
(wie oben folgt dann auch f(1x) = 1z).

Mittels strukturerhaltender Abbildung ergibt sich ein evidenter Be-
griff von ‘gleichwertigen’ oder ‘isomorphen’ algebraischen Strukturen:
gibt es eine bijektive Abbildung (die beiden Mengen haben ‘gleichviele’
Elemente) die strukturerhaltend ist (es ist egal wo man verkniipft), so
sind die Strukturen isomorph (aber nicht unbedingt identisch).

Wir betrachten strukturerhaltende Abbildungen von Vektorrdume.
Definition 5.1. Sei K ein Korper und seien V, W K-Vektorrdume.
(1) Eine Abbildung f : V' — W heisst linear (oder Homomorphis-
mus), falls fiir alle aj,as,a € V und a € K gilt:
flar+az) = f(ar) + faz) und f(a-a) = a - f(a).

Sei Hom(V,W) = Homg(V,W) die Menge aller linearen Ab-
bildungen von V' nach W3 ist V' = W, so schreibe Endg (V) =
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Hompg(V,V), die Elemente von Endg (V) sind die Endomor-
phismen von V.

(2) Ist f € Homg(V,W), so definiere Kern und Bild von f als
ker(f) = {aeV | f(a) =0} CV,
in(f) = {f(@)]acV}cw
(3) Sei f € Homg(V,W). Ist f mengentheoretisch injektiv (bzw.
surjektiv), so heisst f Monomorphismus (bzw. Epimorphismus).

Ist f bijektiv, so ist f ein [somorphismus. Gibt es einen Isomor-
phismus f:V — W, so sind V und W isomorph, V = W.

o Ist f € Homg(V, W), so gilt f(0) =0 und f(—a)=—f(a).

Lemma 5.2. Seien V,W K-Vektorrdume und sei f € Homy(V,W).
(a) ker(f) CV und im(f) C W sind lineare Unterrdume.
(b) f ist ein Monomorphismus < ker(f) = {0}.

Beweis. (a): Wegen 0 = f(0) ist 0 € ker(f) und ker(f) # 0. Sind
a1, as € ker(f), so ist wegen f(a1 + az) = f(a1) + f(az) =04+0 =10
auch a; + az € ker(f). Fiir a € ker(f) und o € K ist f(aa) = af(a) =
a-0=0, dh. aa € ker(f). Der Beweis fiir im(f) ist dhnlich einfach.

(b): Ist f ein Monomorphismus und a € ker(f), so ist f(a) = 0 =
f(0) und da f injektiv ist folgt @ = 0, also ist ker(f) = {0}. Sei
umgekehrt ker(f) = {0}. Sind ay,a; € V mit f(a1) = f(az), so ist
0= f(a1) — f(az) = f(a1 — az), d.h. a; — ay € ker(f) = {0} und somit

a1 = ag, d.h. f ist ein Monomorphismus. O

Beispiele 5.3. (a) Einfache Beispiele von linearen Abbildungen sind
die Identitédt id : V' — V| a + a und die Nullabbildung f : V' — W,a —
0; ist U C V ein Untervektorraum, so ist die Inklusion ¢ : U — V linear.

(b) Sei V = R? und W = R2. Seien o;; € R,i = 1,2,j = 1,2, 3 gegeben.
Wir ordnen diese Skalare als ein formales Schema an und betrachten
die Elemente von V und W als Spaltenvektoren (x;) und (y;). Setze

X1
a11 Q12 Q13 2 | = Q1171 + Q19T9 + 1373
Qo1 (g (o3 Q911 + Qi9ao + Qro3x3

T3
Dann definiert das obige Zuordnungsschema eine lineare Abbildung

T
e x; N <yl) _ (Oé11$1 + Q1229 +a13x3>

3 Y2 Q21T1 + Q9o + Qi93X3
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Konkret ergibt sich damit fiir die folgende Wahl der Skalare
ap =1 app =2 o3=—4
g1 = -7 9y — 8 93 — —10
die lineare Abbildung
T1
1 2 —4 Y1 T+ 2.1’2 — 433‘3
f Tl Xy | = = .
T -7 8 —10 Yo —71'1 + 8l‘2 — 10l‘3
3
Allgemein lassen sich so lineare Abbildungen f: V = K" — K™ =

W definieren: Sind «o;; € K, 4 = 1,...,m, j = 1,...n fest gewihlte
Skalare, (z;) € V und (y;) € W Vektoren, so liefert die Zuordnung

f(z;) = (y;) mit y; = Zalﬂxﬂ’ i=1,...m,

ein Element von Homg(V,W). Der Kern von f sind die genau die
gemeinsamen Losungen der m Gleichungen

n
E ozijxj:(), 2:1,,m,
j=1

das Bild von f besteht aus genau denjenigen Vektoren (b;), sodass

n
E QT :bi7 1= 1,...m,
j=1

eine Losung haben. Wir werden zeigen, dass jede lineare Abbildung
K" — K™ diese Form hat und Techniken zur Losung solcher Glei-
chungssysteme entwickeln.

Das néchste wichtige Lemma zeigt, dass eine lineare Abbildung auf
einer Basis festgelegt ist und man dabei eine solche lineare Abbildung
durch beliebige Werte auf einer Basis vorgeben kann.

Lemma 5.4. Seien V und W K-Vektorrdume, {a; | j € J} eine Basis
von V und {b; | i € I} eine Basis von W.

(a) Seien c; € W, j € J beliebig vorgegeben. Dann gibt es genau
eine lineare Abbildung f -V — W mit f(a;) = ¢; fir j € J.

(b) Seien a;; € K,i € I,j € J, sodass fir j € J nur endlich viele
a;; # 0 sind. Dann gibt es genau ein f € Homg(V, W) mit

G,j) = Zazjbi, j e J

iel
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NB. Seien {ay,...,a,} und {by, ..., b, } Basen von V und W. Nach (a)
ist eine lineare Abbildung f : V' — W durch die Bilder der Basisvekto-
ren eindeutig bestimmt. Jedes der Bilder f(a;) besitzt eine eindeutige
Darstellung als Linearkombination der b;; d.h. fiir j = 1,...n ist somit

f((lj) = Z&ijbi.
i=1
Wir ordnen die Skalare ayj, ... (7 =1,...n) die fiir diese Darstel-

lung des j-ten Basisvektoren auftreten als die Spalten einer sogenann-
ten Matrix an:

Q11 Oy

Qo1 0 Ogp
(uj) =

Am1 - Qmp

Damit lésst sich die lineare Abbildung f bzgl. dieser Basen durch eine
solche Matrix darstellen; wir werden die Frage, wie man durch eine
geschickte Wahl dieser Basen eine ‘einfache’ Matrix bekommt spéter
studieren. Umgekehrt besagt (b), dass ein Schema der Form (a;;) eine
eindeutige lineare Abbildung bestimmt.

Beweis. (a): Jeder Vektor a € V hat die Form a = >}, aay. Ist f:
V' — W eine lineare Abbildung mit f(a;) = ¢;, so liefert die Linearitét

fla) = f(z apax) = Z&kf(ak) = ZOéka-

Also ist f durch die Werte f(ay) auf den Basiselementen a;, eindeutig
festgelegt, d.h. falls es ein f mit f(a;) = ¢; gibt, so ist f dadurch ein-
deutig bestimmt. Andererseits ist gerade die oben definierte Abbildung

fla) = Z Qg C,
k=1

linear: Sind @ = ", _, cwar, @’ ="}, aja; Vektoren in V, so ist

a+a = iakak + ia;ak = Z(a + ' )ay
k=1 k=1

<0

die eindeutige Darstellung von a+a’ als endliche Linearkombination der
Basiselemente a; ist. Nach Definition von f folgt dann sofort f(a+a’) =
f(a) + f(a’). Ein dhnliches Argument zeigt af(a) = f(aa).

(b): Folgt aus (a) mit ¢; = >, ; a;b;. O
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Beispiel 5.5. Betrachte die Abbildung f : R?> — R2, v + 2uv; offen-
sichtlich ist f linear. Bzgl. der Basis {(1,0), (0,1)} von R? auf (beiden
Seiten) ergibt sich

(0,1) = (0,2)=0-(1,0)+2-(0,1),
also ist die Matrixdarstellung von f bzgl. {(1,0), (0,1)} damit

2 0

0 2
{(1,0),(0,1)} als Basis fiir den ‘Definitionsbereich’ R?
1)} als Basis fiir den ‘Zielbereich’ R?, so ist wegen

Wahlt man
und {(1,0), (1,
(1,0) = (2,0)=2-(1,0)+0-(0,1),
die entsprechende Matrix
2 =2
0o 2/

Theorem 5.6. Seien V und W K-Vektorrdume, und sei dimg V' =
n < oo. Dann sind gleichwertig

(a) dimg W =n,

(b) Es gibt einen Isomorphismus f :V — W, d.h. V=W,
NB. Das Theorem besagt insbesondere, dass jeder n-dimensionale K-
Vektorraum isomorph zu K™ ist. Der Beweis zeigt: jeder Isomorphismus

bildet eine Basis wieder auf eine Basis ab; damit gilt fiir isomorphe K-
Vektorrdume V = W (beliebiger Dimension) stets dimg V' = dimg W.

Beweis. Sei dimg W = n und seien {ay,...,a,} und {by,...,b,} Basen
von V und W. Nach Lemma 5.4(a) gibt es genau eine lineare Abbildung
f:V = W mit f(a;) = b; fiir i = 1,...,n. Wir zeigen [ ist ein
Epimorphismus: Ist b= >""" | 8;b; € W, so gilt fir a= )", fia; € V

fla) = Z Bif(a;) = Z Bibi = b.

Um zu zeigen, dass f ein Monomorphismus ist, geniigt es nach Lemma
5.2(b) zu zeigen, dass ker(f) = {0} ist. Sei a = > | va; € ker(f),
sodass

0=fla) = aif(a;) = aib;
=1 =1

da die b; linear unabhéngig sind folgt «; = 0 fiir alle ¢, d.h. a = 0.
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Sei umgekehrt ein Isomorphismus F' : V' — W gegeben. Sei b € W.
Da f ein Epimorphismus ist gibt es ein @ € V mit f(a) = b. Ist
{ai,...,a,} eine Basis von V und a = > | aya;, so folgt b = f(a) =
Yo aif(a;), alsoist b e (f(ar),..., f(a,)) und da b € W beliebig war
folgt (f(a1),..., f(a,)) = W. Wir zeigen f(a1),..., f(a,) sind linear

unabhéngig und bilden somit eine Basis: Angenommen

O—ZaZ a;) = ZOML@

Dannist > " | oa; € ker( f ) Da f ein Monomorphlsmus ist zeigt noch-
malige Anwendung von Lemma 5.2(b), dass ker(f) = {0} ist, also ist
Y or  asa; = 0 und da die g; linear unabhéngig sind folgt «; = 0 fiir
alle 7, d.h. f(ay),..., f(a,) sind linear unabhéngig. O

Eine lineare Abbildung f : V' — W ist durch die linearen Unterrdume
m(f) € W und ker(f) C V charakterisiert; das Bild im(f) sind die
in W ‘sichtbaren’ Elemente, der Kern ker(f) die Elemente in V, die
in W ‘verlorengehen’ (d.h. kein nicht-triviales Bild haben). Um diese
linearen Rdume studieren zu konnen fithren wir Faktorrdume ein.

Die Idee hier ist die, im(f) mit einem Quotienten- oder Faktor-

raum V/ker(f) zu identifizieren. Jeder lineare Unterraum U C V
ist insbesondere eine abelsche Untergruppe, sodass nach Lemma 2.6
a; ~ ay & a; —as € U eine Aquivalenzrelation auf V definiert. Be-
trachte die Menge der (verschiedenen) Aquivalenzklassen

V/U={a+U|aecV},

zusammen mit der surjektive Abbildung V' — V/U, a+— a+ U.

Wir zeigen, dass die Addition und Skalarmultiplikation auf V' analog
eine Addition und Skalarmultiplikation auf V/U induziert, sodass V/U
ein K-Vektorraum und f : V' — V/U eine lineare Abbildung ist.

Definition 5.7. Sei V ein K-Vektorraum und U C V ein linearer
Unterraum. Fiir a € V setze a + U = {a+u | v € U} C V. Der
Quotienten- oder Faktorraum von V nach U ist die Menge

VIU={a+U|acV}.
e Nach den obigen Vorbemerkungen gilt: V' = Uv(a + U) (Partition).
ac

Lemma 5.8. Sei V' ein K-Vektorraum und U C V' ein linearer Unter-
raum. Dann ist der Faktorraum V/U ein K-Vektorraum mittels

(a1 +U)+ (aa+U) = (a1 +a2) + U und a(a+U) = aa + U.
Die Abbildung q: V — V/U, a+— a+ U ist ein Epimorphismus.
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Beweis. Zu zeigen ist zunéchst, dass die Operationen auf V/U wohl-
definiert sind. Ist a; + U = a} + U und ay + U = a5 + U, so ist
a; —ay =uy € U und as — ay = uy € U. Damit folgt

(a1 +a2) + U = [(ay +a3) + U] = (w1 + U) — (uz + U) = U.

Ahnlich fiir die Skalarmultiplikation: Ist a1 +U = as+U, also a1 —as =
u € U, soist auch a(a; —az) = au € U, und damit aa; +U = aas +U.
Weiter ist V/U mit dieser Addition und Skalarmultplikation ein K-
Vektorraum; dies folgt, da diese Operationen von den entsprechenden
Operationen auf dem K-Vektorraum V induziert sind. Zum Beispiel,

al(a +U)+ (aa+U)) = ala +U) + alay + U)
da in V gilt a(a; + az) = aa; + aas. Aus dem gleichen Grund ist

die (surjektive) Abbildung ¢ : V' — V/U, a — a + U linear, d.h. ein
Epimorphismus. O

Lemma 5.9. Sei V ein K-Vektorraum und seien U C W CV lineare
Unterrdume. Dann gilt:
(a) Sei {w;+U |i € I} eine Basis von W/U und {v;+W | j € J}
eine Basis von V/W. Dann ist {w; + U,v; + U | i€ l,j € J}
eine Basis von V/U.
(b) Ist dimV/U =n < oo, so ist dimV/U = dimV — dim U.
(¢) Ist dimV =n < oo, so ist dim V/W = dimV — dim W.

Beweis. (a): Ist a € V,soist a + W =377 aj(v; + W) mit ; € K
und a — Z?Zl a;v; € W. Damit gibt es Skalare 8; € K, sodass

(a—Zajvj)+U = Zﬁi(wi+U),
j=1 i=1

und weiter

at+U=> ajfv;+U)+ > Bi(w;+U),
=1 i=1
dh. V/U=(v;+U,w;+U |iel,je J). Wir zeigen die {v; + U, u; +
U|je€Jiée I} sind linear unabhingig. Angenommen in V/U gilt

ZO(](UJ—FU)—'—ZBZ(UJZ—FU) =0
=1 i=1
mit oy, 8; € K. Es folgt Y7, aju; + 330, Biw; € U. Da W C V ein
linearer Unterraum ist folgt aus w; € W dann auch Z:n:l Giw; € W
und in V/W gilt 377 aj(v; + W) = 0. Da die {v; + W | j € J}
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eine Basis von V/W bilden liefert dies o; = 0 fiir j = 1,...n. Wegen
w; + U € W/U ergibt sich jetzt in W/U die Identitét

> Bi(wi+U) =0

i=1

und da die {w; + U} eine Basis von W/U bilden gilt 3; = 0 fiir i =

1,...m; dies beweist die Behauptung.

(b): Folgt aus (a).

(c): Ist der Spezialfall U = {0} von (b). O

Theorem 5.10. (Homomorphiesatz) Seien V. W K-Vektorrdume und

sei f € Homg (V,W).

(a) Es gibt einen Epimorphismus g : V. — V/ker(f) und einen

Monomorphismus h : V/ker(f) — W, sodass f = ho g und
im(f) = im(h) ist, d.h. das folgende Diagramm kommutiert

v—L w

|

V/ker(f)
(b) Ist dimg V =n < oo, so gilt die Formel:
dim V' = dimker(f) 4+ dimim(f).
e Es folgt: h: V/ker(f) — im(f) ist ein Isomorphismus.

Beweis. (a): Die Abbildung g : V' — V/ ker(f) ist der evidente Epimor-
phismus a — a + ker(f). Die einzige Abbildung h : V/ker(f) — W,

die die gewiinschten Eigenschaften haben koénnte ist definert durch
h:V/ker(f) = W, a+ker(f) — f(a).

Zu zeigen ist: h ist ein wohldefinierter Monomorphismus. Sei a; +
ker(f) = as + ker(f). Dann ist a; — as € ker(f) und es folgt

h(ar +ker(f)) — h(az + ker(f)) = f(a1) — f(az) = flar — az2) =0,
d.h. h ist wohldefiniert. Weiter ist A linear, da f linear ist; es ist

h(a(a +ker(f)) = h(aa +ker(f)) = f(aa) = af(a) =
= ah(a+ ker(f));

und ahnlich fiir die Addition. Nach Konstruktion gilt fiir jedes a € V'
(h o g)(a) = ha+ker(f)) = f(a),
also ist f = hogund im(f) = im(h). Ist a + ker(f) € ker(h), so ist
0= h(a +ker(f)) = f(a),
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d.h. a + ker(f) = ker(f) und h ist ein Monomorphismus.
(b): Ist dimV = n < oo, so ist nach (a) im(f) = V/ker(f), also
dimim(f) = dim(V/ ker(f)), und wegen Lemma 5.9(c) gilt

dimim(f) = dim(V/ ker(f)) = dim V' — dim ker( f)
U

Lemma 5.11. Seien V., W K-Vektorriaume mit dimg V = dimg W =
n < oo und sei f € Homg(V,W). Dann sind gleichwertig:

(a) f ist ein Isomorphismus,

(b) f ist ein Monomorphismus,

(c) f ist ein Epimorphismus.

Beweis. (a) = (b): Trivial. (b)= (c): Ist f ein Monomorphismus, so
ist ker(f) = {0}. Aus dem Homomorphiesatz 5.10 folgt dimim(f) =
dimV = dim W, sodass nach Theorem 5.6 im(f) = W gilt, also
ist f ein Epimorphismus. (c¢)= (a): Ist f ein Epimorphismus, so ist
dimim(f) = dimW = dim V', und der Homomorphiesatz 5.10 liefert
dimker(f) =0, d.h. ker(f) = {0} und f ist ein Monomorphismus. [

Wir geben eine geometrische Interpretation von Faktorrdumen.

Definition 5.12. Sei V ein K-Vektorraum, U C V ein linearer Unter-
raum und a € V. Ein affiner Unterraum A C V ist eine Teilmenge der
Form

A=a+U={a+u|uelU} CV.

NB. Jedes Element a + U des Faktorraums V/U ist ein affiner Unter-
raum.

eSei V =R?undsei U = {(¢’,0) | ¢ € R} CV,d.h. U ist die 2-Achse.
Dann ist (1,0) + U = (1,1) + U, und allgemein

(a,b) +U = {(a,b)+(d',0) | d e R} ={(a+d,b) | d € R} =
{(a",b) | a" € R} =U x {b},

d.h. die affinen Unterrdume (a, b) + U sind ‘Parallelverschiebungen’ des
A definierenden Unterraums U.

o Ist A=a+U CV ein affiner Unterraum, so ist U eindeutig durch A
bestimmt: Sei A =a+ U = o/ + U’, wir zeigen U = U’. Nach Annahme
ist a—a' +U = U’, also gibt es ein u € U mit a —a’+u = 0. Da U ein
linearer Unterraum ist folgt a — @’ = —u € U, und damit U = U’.

e Da fiir A = a + U der lineare Unterraum U eindeutig durch A be-
stimmt ist, lasst sich dem affinen Unterraum A eine Dimension zuord-
nen: dimg A = dimg U. Ein affiner Unterraum der Dimension 1 ist
eine affine Gerade; im Fall dimg V' = n < oo ist ein affiner Unterraum
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der Dimension dimg V' — 1 eine affine Hyperebene.
e Sei f:V — W eine lineare Abbildung. Das Urbild von f(0) =

FH0) = £7H0) = ker(f) € V

ist ein linearer Unterraum. Ist a € V ein beliebiger Vektor, so ist

[ (f(a)) ={a+u|u€ker(f)} = a+ker(f)

ein affiner Unterraum, dies ist die Faser von f iiber a.

NB. Ist f: V — W linear, soist f : V — im(f) surjektiv und zu jedem
b € im(f) gibt es ein @ € V mit f(a) = b, d.h. iiber jedem b € im(f)
liegt genau eine Faser f~1(b) = a + ker(f). Die Abbildung b~ f~1(b)
induziert eine Bijektion zwischen den Elementen von im(f) und den
Elementen des Faktorraums V/ ker(f). Die Aussage des Homomorphie-
satzes ist, dass diese Bijektion einen Isomorphismus V/ ker(f) = im(f)
von Vektorrdumen liefert.

Lemma 5.13. Sei V ein K-Vektorraum und ) # A C V eine Teil-
menge. Dann sind gleichwertig:

(a) A ist affiner Unterraum, d.h. es gibt einen linearen Unterraum
UCVundema€eV mit A=a+U,
(b) Es gibt eine lineare Abbildung f : V — W, sodass A eine Faser
von f ist, d.h. A= f~1(b) fiir einbe W,
(c) Seien ag,...,ar € A und ag,...,0q € K mit Ef:oai = 1.
Dann ist Ef:o oa; € A.
Beweis. (a) = (b) : Sei A = a+ U. Fiir den Epimorphismus f : V —
V/U, avr a+U gilt f7}(f(a)) =a+ker(f)=a+U = A.
(b) = (c) : Sei A = f~(b) fiir ein b € W. Seien ag,...,a;, € A und
g, ..., € K mit Zk 1 o; = 1 gegeben. Die Linearitét von f liefert

k k
f(z aia'z Z az a'z = Z az b,
1=0 = i=1

dh. SF  aia; € fH(b) = A.
(¢) = (a) : Wihle fest ein ay € A und betrachte die Menge AA =
{a—ag|a€ A} C V. Esist A=ag+ AA; wir zeigen AA C V ist ein
linearer Unterraum. Wegen ag € A ist 0 € AA, also ist AA # (). Fiir
a; — ag, as — ag € AA ist nach (c¢) a; + (—1)ag + as € A, sodass

((1,1 — (1,0) + ((12 — (lo) = ((ll — Qo +a2) — Qg € AA.
Fiir o € K folgt aus (c) weiter aa; + (1 — a)ag € A; somit gilt

ala; — ag) = (aa; + (1 — a)ag) — ag € AA.
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Beispiel 5.14. Sei V ein K-Vektorraum und ag, ..., a; € V. Dann ist
der kleinste affine Unterraum der die Vektoren ayg, ..., a, enthélt

k
A:{ao+z&i(ai—ao) |ar,...,a, € K} CV.
=1

Nach Definition ist A = ag + U, wobei U der von den Vektoren a; —
agp, - . ., ax — ag erzeugte lineare Unterraum ist, d.h. A ist affiner Unter-

raum. Da ag + S, ai(a; — ag) = (1 — S5, ay)ag + S5 aza; folgt
k

k
A= {ZO[Z'CLZ‘ | ag, ..., 0 € K mit Zai: 1}
1=0

=0

Nach Lemma 5.13(c) ist dies der kleinste affine Unterraum, der die
Vektoren ay, . . ., a;, enthélt. Konkret: Sei V' = R? und seien ag, a; € R?
zwei Punkte. Der kleinste affine Unterraum der ag und a; enthéilt ist

A={ag+ala1 —a) | « € R} ={aay+ a1 | o, €R,a+ =1},
d.h. die affine Gerade durch die Punkte ag und a;.

6. LINEARE ABBILDUNGEN UND MATRIZEN

Wir studieren lineare Abildungen und zeigen dazu zunéchst, dass
die Menge der K-linearen Abbildungen Homg(V, W) selbst ein K-
Vektorraum ist. Damit hat Homg(V, W) eine Basis und jede lineare
Abbildung V' — W hat eine Darstellung als eine endliche Linearkom-
bination von Basiselementen.

Lemma 6.1. Seien V. W K-Vektorrdaume.
(a) Fir f,g € Homg(V,W), a € K und a € V setze

(f +9)(a) = f(a) + g(a) und (af)(a) = af(a);

mit diesen Operationen ist Homg(V, W) ein K-Vektorraum.

(b) Seien {ai,...,an} €V und {by,...,bp,} C W Basen. Fir j =
1,....,nundi=1,...,m definiere e;; € Homg(V, W) durch

0 jAk
eilan) = {b j=k

Dann ist {e11,. .., emnn} €ine Basis von Homg (V,W); insbeson-
dere gilt dimg Homg (V, W) = dimg V - dimg W.
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Beweis. (a): Nachrechnen.
(b): Ist f € Homg(V,W) so gilt beziiglich der gegebenen Basen

f(CLj) = ZOZZ']'Z)Z‘, j = 1, ..o n.
i=1

Fiir diese Koeffizienten «;;,¢ =1,...m,j = 1,...n bilde
i=1 j=1

Nach Definition hat die lineare Abbildung ¢ die Eigenschaft, dass
9(a) =D > ageyla;) = Y ayb = f(ay),
i=1 j=1 i=1

dh f=37"0 Y70 aijei; und die e;; erzeugen Hompg (V, W). Sei

ZZB@'GZ’]’ = 0, Bl'j c K.

i=1 j=1

Evaluierung dieser Abbildung auf a; liefert fiir j = 1,...n die Identitét

0=>" Byeijla;) = ;ﬁz‘jbi-

i=1 j=1
Da die b; linear unabhéngig sind folgt 3;; = 0 fiir alle ¢, j, also sind
{e11, ..., €mn} linear unabhingig und bilden eine Basis. O

Sind f: Vi — Vo und g : Vo — V3 lineare Abbildungen, so schreibe
gf = go f : Vi — V3 fiir die Komposition. Diese Komposition ist
allgmein fiir Abbildungen definiert; wir zeigen, das die Verkniipfung
von linearen Abbildungen wieder linear, mit der Addition vertréglich
;und assoziativ ist.

Lemma 6.2. Seien V; K-Vektorriume, 1 = 1,2, 3, 4.

(a) Sind g € Homg(Va, V3) und f € Homg(Vy, Va) so definiert

(9)(a1) = g(f(ar)), ax € W1

eine lineare Abbildung fg € Homg(Vy, V3).
(b) Ist g € Homy(Va, V3) und sind f1, fo € Homg(Vh, Va), so gilt

g(fr+f2) =9fi+gfe
(C) San g1, 92 € HomK(%a%) und f S HOTnK(‘/h‘/?); S0 ngt

(g1 +9)f =9f +92f
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(d) Sei h € Homg(Vs,Vy), g € Homg(Va,V3), f € Homg(V1, Va).
Dann ist

h(gf) = (hg)f.
Beweis. Nachrechnen. O

Wir betrachten Isomorphismen in Homg(V,W). Ist f : V — W ein
Isomorphismus, so ist f eine bijektive Abbildung und hat damit eine
inverse bijektive Abbildung g = f~!: W — V. Wir zeigen, dass diese
Abbildung g = f~! ebenfalls linear ist. Damit gelten fiir Isomorphismen
diesselben Beziehungen wie fiir bijektive Abbildungen von Mengen.

Lemma 6.3. Seien V; K-Vektorriume, 1 = 1,2, 3.

(a) Sei f € Homg(V1, V) ein Isomorphismus. Dann gibt es genau
ein g € Homg(Vo, Vi) mit gf = idy, und fg = idy,; setze
g=f"

(b) Sind f € Homg(Vi,Va) und g € Homg(Va, Vi) Isomorphis-
men, so ist auch gf € Homg(Vy,V3) ein Isomorphismus; es
gilt: (gf)~H = f~tg7".

Beweis. (a): Da f : Vi — V, eine Bijektion ist, gibt es nach Lemma
1.12 genau eine Bijektion g : Vo — Vi mit gf = idy, und fg = idy,.
Wir zeigen g, dass linear ist. Fiir aq, al, € Vs gilt

fglag +a5)) = (fg)(az + a3y) = idv, (a2 + ay) = idy, (a2) + idy, (a5)
= [fl9(a2)) + flg(az)) = f(g(az) + g(az)).

Da f injektiv ist, folgt damit g(as + ab) = g(az) + g(ab). Ahnlich zeigt

man ag(as) = g(0a)

(b): Folgt aus der Bemerkung nach Definition 1.13. O

Beispiel 6.4. Im Fall V. = W ist Homg(V,W) = Endg(V). Nach

Lemma 6.1(a) ist Endg (V') ein K-Vektorraum. Die Verkniipfung von
Endomorphismen f: V' — V liefert eine ‘Multiplikation’ auf Endg (V)

fr9€ Endg(V)= fg= foge€ Endg(V)

mit Einselement idy : V' — V, idy(a) = a. Fiir diese Multiplikation
gelten die beiden Distributivgesetzen und das Assoziativgesetz. Weiter
ist diese Multiplikation mit der Skalarmultiplikation vertréglich, d.h.

a(fg) = (af)g = flag); f,9 € Endg(V), a € K.

Ein K-Vektorraum, zusammen mit einer Multiplikation, welche die
obigen Vertriglichkeitsbedingungen erfiillt ist eine K-Algebra.

Das Kroneckersymbol 9, ist definiert als ¢;;, = 1 falls j = k und
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dir = 0 falls j # k. Ist {a1,...,a,} eine Basis von V, so bilden nach
Lemma 6.1(b) die Endomorphismen e;; € Endg (V) mit

eij(ar) = djra;

eine Basis {e11,...,€n} von Endg(V); es ist dimy Endg (V) = n?.
Fiir die Basiselemente {e;;} von Endg (V') gelten die Formeln

€ijCrl = 5jkeil und Z € = ldV .
i=1
Ist dimg V' > 1, so ist die Multiplikation via Verkniipfung von Ab-
bildungen in Endg (V) nicht kommutativ: Die obige Formel liefert
12620 = Oo2€12 = €19 7 0 und ege1n = drez0 = 0, d.-h. eppeny # exern.

Definition 6.5. Sei V ein K-Vektorraum. Ist f € Endg (V) ein Iso-
morphismus, so ist f reguldr (auch ‘invertierbar’ bzw. ‘Automorphis-
mus’); ist f nicht regulér, so ist f singuldr. Die reguléren Abbildungen
aus Endg (V') bilden bzgl. der Verkniipfung von Endomorphismen eine
multiplikative Gruppe mit neutralem Element idy (vgl. Lemma 6.3);
diese Gruppe bezeichnen wir mit GL(V) (General Linear group).

Beispiel 6.6. Sei K = Z/pZ der Korper mit p Elementen und sei V' ein
K-Vektorraum der Dimension n, d.h. V = (Z/pZ)". Fiir zwei (beliebi-
ge) endlich-dimensionale K-Vektorraume V, W und f € Homg(V,W)
gilt: f ist ein Isomorphismus genau dann, wenn f jede Basis von V
auf eine Basis von W abbildet. Also ist die Anzahl der Elemente von
GL(V) genau die Anzahl der verschiedenen Basen von V. Jede Basis
{ai,...,a,} von V entsteht durch Wahl der a; wie folgt:

0#a €V pt—1 Moglichkeiten,
a; € V\ (ay) Pt —p Méoglichkeiten,

a, € V\{(a1,...,an_1) p"—p" ' Mboglichkeiten.
Damit ist |GL(V)| = (p" — 1)(p" —p)--- (p" — pn—l).

Definition 6.7. Seien V, W K-Vektorraume und sei f € Homg (V, W).
Ist dimg im(f) < oo, so ist der Rang r(f) von f definiert als

r(f) = dimg im(f).
e Wegen im(f) C W ist stets r(f) < dimg W.
e Aus dem Homomorphiesatz 5.10 folgt:
r(f) = dimg im(f) = dimg V' — dimg ker(f)
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Definition 6.8. Sei K ein Korper. Eine Matrix vom Typ (m,n) iiber
K ist ein Schema von Skalaren o;; € K der folgenden Form

a1 On2 A1n

921 Q99 Ce Qo
A= (Oéij) = s

Am1 Om2, ... Qpp

d.h. eine Matrix A = («a;;) vom Typ (m,n) besteht aus m Zeilen

2 = (041,040, ..., ), ©=1,...,m
und n Spalten
ayj
OéQj
Sj = ' ) j = 17 n
QU

Sei K™*"™ die Menge aller Matrizen vom Typ (m,n) iiber K.

Beispiel 6.9. Sei K = R und m = 2 = n. Seien A = (oy;), B = (8i;)
Matrizen vom Typ (2,2) tiber R und sei @ € R ein Skalar. Setze

a1 Qg2 B Bz ap + B aie + Pro
A+B = + = :
(0421 0422) (521 522) (0421 + P a2z + S
ad = o (Oén 0412) _ (040411 040412)
Qg1 (g Qg1 g

Die Menge R?*? der (2, 2)-Matrizen iiber R ist mittels dieser Addition
und Skalarmultplikation ein K-Vektorraum. Die Abbildung

11 Q12
O: RQXQ — R4 : —> (0411 192, 021 0422)
Qg1 Qg2 ’ ’ ’

ist ein Isomorphismus, also ist dimg R**? = 4. Ist {ey, ..., e4} die Stan-
dardbasis von R?, so sind die Urbilder ©7!(e;),... 07 (e4) genau die
Matrizen E;; mit einer 1 in der Stelle (¢, j) und 0 sonst. Da © ein
Isomorphismus ist bilden die {E1;, F1a, Eo1, Ex} eine Basis von R?*2.

Das obige Beispiel hidngt weder von K = R noch von m = 2 =n
ab, d.h. die Eigenschaften aus diesem Beispiel gelten allgemein fiir die
Matrizen K™ vom Typ (m,n); genauer:

e Die Menge K™ aller Matrizen vom Typ (m,n) ist mittels

(i) + (Bi) = (uj + Bij) und a(ay;) = (aai;)
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ein K-Vektorraum. Die Abbildung © : K"™*" — K™

(qvij) = (a1, o+ Qny Q21,00+ Qany s+ Q-+ + 5 Q)

definiert einen Isomorphismus von K-Vektorraumen K™*" = K™"
Insbesondere ist dimyg K™*" = mn.

e Sei E;; € K™ " die Matrix mit 1 an der Stelle (¢,7) und 0 sonst.
Dann bilden die E;; (i =1,...,m;j =1,...,n) eine Basis von K™*".

Seien V,W K-Vektorraume mid dimg V' = n und dimg W = m.
Wir ordnen einer linearen Abbildung f : V — W eine Matrix in K™*"
zu (abhéngig von der Wahl von Basen von V' und W), um dann lineare
Abbildungen mittels dieser zugeordneten Matrizen studieren.

Definition 6.10. Seien V und W K-Vektorrdume, X = {vy,...,v,}
eine Basis von V und Y = {wy,...,w,} eine Basis von W. Fiir ei-
ne lineare Abbildung f € Homg(V,W) haben die Werte f(v;) eine
eindeutige Darstellung als endliche Linearkombiniation der w;, d.h.

f(vy) :Zaijwi7 j=1,...n.
i=1

Setze A = A xy = (a;;) € K™ "; die Matrix Ay xy ist die Matrix von
f beziiglich der Basen X und Y. Ist V =W und X =Y, so schreibe
Af,X fllI' Af7X,y.

NB. Die Matrix Ay xy héngt von den Basen X,Y und von der An-
ordnung der Vektoren in diesen Basen ab.

Proposition 6.11. Seien U, V. W K-Vektorriume mit Basen X =
{ug, ..., u b, Y ={v,... 0} und Z = {wy, ..., wy,}. Dann gilt:
(a) Die Abbildung r : Homg(U,V) — K™* [ A;xy ist ein
Isomorphismus.
(b) Seien g € Homg (U, V) und f € Homyg(V,W). Sind A, xy =
(OZZ]) und Af,X7Y = (/Brs); 50 ist Afg,X,Z = (Cis) mit

n
Cis = E @ijbjs.
j=1

Beweis. (a): Da Homg (U, V) und K™* die gleiche Dimension kn ha-
ben, geniigt es nach Lemma 5.11 zu zeigen, dass x linear und ein Mo-
nomorphismus ist. Dabei ist die zweite Aussage trivial: Nach Definition
ist Ay xy = 0 die Nullmatrix genau dann, wenn f = 0 ist. Wir zeigen
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die Abbildung k ist linear: Seien fi, fo € Homg (U, V') gegeben durch

Za”vl und fo(u;) Zawvl, 1=1,.

d.h. f; und f5 entsprechen bzgl. der Basen X und Y den Matrizen
Apxy = (aq) und Ap, xy = (og5)-

Dann gilt

n

(fr+ fo) () = D (e +af)vi, j=1,...,n

=1
also hat die lineare Abbildung f; + f2 bzgl. X und Y die Matrix
A poxy = (i +aj;) = (i) + (af;) = A xy + Apxy

und es gilt k(f1+ f2) = £(f1) +£(f2). Der Beweis von k(afi) = ar(f1),
dh. A ,p xy = a(Ay xy), ist dhnlich einfach.

(b): Aus f(v;) = >0, aijw; und g(u,) = Y7, Bjsv; folgt

n

(fg)(us) =Y (F) =D Bisawi =Y (O aBjs)wi,

J=1 j=1 i=1 i=1 j=1
. . . n
dies zeigt Afy x,z = (¢;5) mit ¢;5 = Ej:l a;;Bjs. O

Der Beweis von (b) zeigt, wie Matrizen (von kompatiblem Typ) zu
multiplizieren sind, sodass das entsprechende Produkt der Komposiiti-
on der zugrundeliegenden linearen Abbildungen entspricht. Dies moti-
viert folgende Definition des allgemeinen Matrizenprodukts.

Definition 6.12. Sei K ein Korper und seien A = () € K™*™, sowie
B = (8;1) € K™*. Definere das Produkt AB € K™** als die Matrix

AB = (¢) mit ¢; = Zawﬁjz

e Sind A = (a;;), A" = (aj;) € K™"und B = (B;), B' = (B} € Kk,
so gelten fiir die Matrixmultiplikation die beiden Distributivgesetze

(A+ A)B=AB+ ABund A(B+ B') = AB+ AB'.
o Fiir A= (ay;) € K™" B = (8;) € K™* und C = (v;,) € K*** ist
A(BC) = (AB)C.



42

Beispiele 6.13. (a) Rein formal gilt
10y (2 1)_(-21
2 3 1 1) \-15

30 3 -3
20-@_21):2—2
1 4 9 7

oder

(b) Betrachte die linearen Abbildungen

1 0 0
g:R¥ =R [0 HG)), 1 r—><g), 0 r—><§),
0 0 1

1 1
f:R? = R3, ((l))H 1 ,(?)H 0
0 0

Beziiglich der Standardbasen sind die g und f zugeordneten Matrizen

1 1

1 0 2
Ag—<0 9 2) und A, =11 0
00

Fiir das Kompositum fg : R® — R? gilt nach Definition von f und ¢

1 1 0 2 0 4
Of— (1], (1] ~—=1|0]),10]—1[2],
0 0 0 0 1 0
also ist
1 2 4 11
Ay ={102]={10 <é , g):Af.Ag.
000 00

Ist dimg V = n < o0, so besagen die obigen Vertréglichkeitsaussagen
fiir Matrizen, dass K™*" nicht nur ein K-Vektorraum, sondern auch
eine K-Algebra ist, vgl. Beispiel 6.4. Dabei ist das Einselement in K™*"

100 - -0
010 - -0
0 01 0

e B
.. . .10
0 - - -01
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die Einheitsmatrix vom Typ (n,n). Ist X eine Basis von V, so ist der

Isomorphismus von K-Vektorrdumen von Proposition 6.11(a)
k:Endg(V)— K" f— Arx

in Fakt ein Isomorphismus von K-Algebren (d.h. mit Produkten ver-

traglich, d.h. k(gf) = k(g)k(f)). Im folgenden verwenden wir diesen

Isomorphismus um Aussagen iiber Endomorphismen in Aussagen iiber

Matrizen zu iibersetzen.

Nach Lemma 6.3 ist f € Endg (V') ein Automorphismus genau dann,
wenn es ein g € Endg (V) mit gf = idy und fg = idy gibt. Ist X eine
Basis von V, so folgt aus gf = idy und fg = idy durch Anwendung
des Isomorphismus « : Endg (V) — K™™ wegen k(idy) = E,, dann

ApxAgx = En = AgxAj x.
Dies motiviert folgende Definition fiir Matrizen:

Definition 6.14. Sei A € K™*". Gibt es ein B € K™ mit AB =
E, = BA, so ist B eindeutig durch A bestimmt; B ist die zu A in-
verse Matrix, schreibe B = A~!. Hat A eine inverse Matrix, so ist A
invertierbar (oder regulédr).

e Gibt es ein B mit AB = E,, oder BA=F,, soist B= A"
Beispiel 6.15. Sei K ein Koérper und sei A € K?*?, genauer
A— a1l Qa2
Qo1 Qo)
Setze d = a1i99 — gy € K. Ist d # 0, so rechnet man nach
1 Qo2 —Q12 Qrr Qi) Lo - B
d\—a21 o1 Qo1 Q2 0 1 2

d.h. A ist invertierbar. Sei d = 0. Ist ay5 # 0 oder any # 0, so ist

Qigg —2 o
(s 02 a0

Wiire A invertierbar, so liefert Rechtsmultiplikation mit A~! dann

Qigg  —O12) .
(5 5) o

dies ist ein Widerspruch, also ist A nicht invertierbar. In Fall aj, =
0 = g folgt wegen
0 0
A0 )=

ahnlich wie vorher, dass A nicht invertierbar ist. Wir haben gezeigt:

A ist invertierbar < d # 0.
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Die Determinantentheorie wird uns ein dhnliches Kriterium fiir Matri-
zen in K" liefern.

Sei f € Endg(V) und sei Ay x die Matrix von f beziiglich einer
Basis X von V. Dann ist f ein Automorphismus genau dann, wenn
Ay x fiir jede Wahl einer solchen Basis X invertierbar ist:

Lemma 6.16. Sei V' ein K-Vektorraum der Dimension n < oo und
sei f € Endg (V) ein Endomorphismus. Dann sind gleichwertig:

(a) f ist Automorphismus,

(b) Fir jede Basis X von'V ist Ay x invertierbar; weiter gilt
Af—l,X — AJ:;(,

(¢) Fiir wenigstens eine Basis X von V ist Ay x invertierbar.

NB. Das Lemma impliziert die folgenden Ausagen: Sei X = {vy,...,v,}
eine Basis von V und seien «;; € K (4,5 = 1,...,n) Skalare. Setze

n
wj = g v, 7 =1,...,n.
i=1

1) Dann ist {wy,...,w,} genau dann eine Basis von V, wenn die
Matrix (a;;) invertierbar ist: Die Abbildung f(v;) = w; ist ein En-
domorphismus mit Basis Ay x = (oj;). Dabei ist f genau dann ein
Automorphismus, wenn {wy, ..., w,} eine Basis ist; nach (b) gilt dies
genau dann, wenn («;;) invertierbar ist.

2) Ist (cv;) invertierbar und (8;;) = (au;) ™, so ist

n
UJIE /Bk]wk7.]:177n
k=1

Folgt wegen

v = i1 0 = D0y (ke ikBrs)vi =
= ko1 P 2oy Qikti = Dy Brj

Beweis. (a)=-(b): Sei f~! € Endg(V) die zu f inverse Abbildung,
sodass f7'f = ff~! = idy. Ist X eine Basis von V, so liefert der
Isomorphismus f — Ay x die Identitdten Ay xArx = ApxAp1 x =
E,, also ist die Matrix Ay x invertierbar und es gilt A;1 x = Aﬁ(
(b)=(c): Trivial.
(c)=(a): Sei A;y invertierbar bzgl. X. Setze g = k™ '((A;x)™!) €
Endg (V). Da k (und so £7!) ein Isomorphismus von K-Algebren ist,
erhiilt die Abbildung x~! Produkte und Einselemente. Also ist

gf = /iil(A;;()/iil<Af,X) = Hil(A;;(Aﬁx) = /*iil(En) = ldV .
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Genauso folgt fg = idy, d.h. f ist ein Automorphismus. O
Proposition 6.17. (Basiswechsel) (a) Seien V,W K -Vektorrdume.
Ferner seien X = {vy,...,v,}, X' = {v],... v} Basen von V und
Y ={wy,...,wy}, Y ={w],...,w,} Basen von W, sodass

’U.;. — Z?:l /Bijvi7 j e 1’...,77/,

W, o= Yo YW, L=1,...m.

Dann sind (B;;) und (yi) invertierbar und fir f € Homg(V,W) gilt

Apxryr = () Arxy (Bij)-
(b) Ist V=W, X =Y und X' =Y’ so liefert dies die Identitit

Ajxr = (Biy) " Agx (Biy)-
Beweis. (a): Seien idy und idy, die Identitdten auf V und V. Wegen

idy (v}) = v} = Z Bijv; und idw (w;) = w;, = Z%lwk
i=1 k=1
ist Aia, x'.x = (Bi) und Aiay, vy = (ve) ' Nach Proposition 6.11(b)
ist die zu einem Kompositum assoziierte Matrix das Produkt der zu
den einzelnen Abbildungen assoziierten Matrizen, also folgt

Apxryr = Adaw ridv),xy = Aiay, v,y Ap xy Aiay xr x =
= ()M Apxy (By)-
(b): Ist ein Spezialfall von (a). O

Beispiel 6.18. Fiir ein konkretes Beispiel eines Basiswechsels wie in
Proposition 6.17(a) betrachte die lineare Abbildung

I
R SR, | Hcﬁ
T3 T2
Seien zunéchst X = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}und Y = {(1,0), (0,1)}
die Standardbasen. Die Koeffizienten der Darstellungen der Bilder der
Basisvektoren sind die Spalten der Matrix Ay xy. Wegen

ist somit die Matrix von f Byzgl. der Basen X, Y gegeben durch

100
A“y:<010)
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Die Wahl von anderen Basen X’ von R? bzw. Y’ von R? ergibt eine
andere Matrix. Zum Beispiel, sind X’ = {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} und
Y’ ={(1,1),(0,1)} diese Basen, so liefert die analoge Rechnung

f(1,0,0)=(1,0) = 1-(1,1)—1-(0,1)
f(1,1,0)=(1,1) = 1-(1,1)+0-(0,1)
f(1,1,1)=(1,1) = 1-(1,1)+0-(0,1)

die Matrix
1 11

Nach Proposition 6.17(a) ldsst sich der Ubergang von Ay xy nach
Ay xryr durch invertierbare Matrizen beschreiben, die einem Basis-
wechsel entsprechen. Betrachte zunéchst die Identitdtsabbildung idgs
auf R3 beziiglich der Basen X’ und X. Wegen

(1,0,0) = 1-(1,0,0)+0-(0,1,0)+0-(0,0,1)
(1,1,0) = 1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+0-(0,0,1)
(1,1,1) = 1-(1,0,0)+1-(0,1,0)+1-(0,0,1)

I )

ist dann
1 1 1
Aing,X/,X = (ﬁzy) =10 1 1],
0 01

wobei die Matrix (f3;;) invertierbar ist, da die Identitét ein offensicht-
licher Isomorphismus ist. Genauso hat die Identitit auf R? bzgl. der
Basen Y’ und Y aufgrund von den Identitaten

(1,1) =1-(1,0)+1-(0,1)
(0,1) =0-(1,0)+1-(0,1)

die Matrix
10
AidR27Y/7Y = (7kl) = 1 1)/

Auch (7y) ist invertierbar, und nach Beispiel 6.15 gilt

_ 1 0
Aing,Y,Y’ = (’Ykl) ! - <_1 1) .

Gleichwertig liisst sich (yy)~! als die Matrix der Identitéitsabbildung
idg2 beziiglich der Basen Y und Y’ direkt bestimmen: Aufgrund von

(1,0) =1-(1,1)—1-(0,1)
(0,1) =0-(1,1)+1-(0,1)

_ 1 0
Aing,Y,Y/ = (’Ykl) = <_1 1) .
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Nach Proposition 6.17(a) gilt dabei die Beziehung
Ag oy = () " A xy (Bi)
d.h. das folgende Diagramm kommutiert

3 . . / Af,X/,Y/ 2 . . 7
R? mit Basis X! —~—— R< mit Basis Y
“‘id,x',xz(ﬁij)lg gTAid,Y,Y/:('Ykl)il

R3 mit Basis X M) R? mit Basis Y
d.h. wir haben

1 11\ (1 0 100(1]
-1 00) " \-1 1) 0 10}/

wie man durch direktes Nachrechnen bestétigt.

11
11
0 1

Definition 6.19. Sei K ein Korper und sei A = (a;;) € K™ " eine
Matrix. Betrachte die Zeilenvektoren z; = (u1,...,),0 = 1,...m
(bzw. die Spaltenvektoren s; = (a1, .., Qm;),7 = 1,...,n) von A als
Elemente von K" (bzw. K™). Dann ist der Zeilenrang r,(A) (bzw.
Spaltenrang r¢(A)) die Anzahl der linear unabhéngigen Zeilenvektoren
(bzw. Spaltenvektoren), d.h.

r,(A) = dimg (21, ..., 2n) und rg(A) = dimg (sq,...,s,).

e Offensichtlich ist 7,(A) < min{m,n} und r;(A) < min{m,n}.

Sei f € Homg(V,W) eine lineare Abbildung mit assoziierter Ma-
trix Ay xy € K™*". Dann entspricht der Rang der linearen Abbildung
f dem Spaltenrang von Ay x y:

Lemma 6.20. (a) Seien V,W K-Vektorrdume, X = {vy,...,v,} ei-
ne Basis von V und Y = {wy,...,w,} eine Basis von W. Sei f €
Homg(V,W) mit Matriz As xy = (cj), d.h. es gilt

fl;) = Z@z‘jwi, j=1,...,n.
i=1

Dann ist r(f) =rs(Arxy).

(b) Sei A € K™ und seien B € K™ und C' € K™ ™ invertierbar.
Dann ist rs(A) = rs(CAB).

(c) Sei A€ K™ ™ und B € K™". Dann istrs(AB) < min{rs(A),rs(B)}.
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Beweis. (a): Die lineare Abbildung g : W — K™
. b
9> Baw) = |
i=1 8,
ist ein Isomorphismus. Nach Ubungblatt 8, Aufgabe 1 gilt somit
r(f) =r(gf) = dimim(gf),

wobei im(gf) genau das Erzeugnis der Spaltenvektoren

m alj
9N w) =9 aw)=| _ [=s,i=1..n
i=1 i
ist. Also ist 7(f) = dimg (s1,...5,) = 7rs(Afxy).
(b), (c): Siehe Ubungsblatt 8, Aufgabe 1. O
Definition 6.21. Sei K ein Korper. Fiir eine Matrix A € K™*"
Q. Q2 - 0 Op
Qg1 Qa2 - - - Ogp
A=
Am1 Um2 =+ Omp

definiere die zu A transponierte Matrix A® € K™ durch

Q11 Qo1 - - Ogpl
Qi2 Q2 - - (2
¢ .
A - 9
Aip Qop = - 0 Qpm

d.h. A! entsteht aus A durch Vertauschen der Zeilen und Spalten.

e Die Abbildung K™ ™ — K™*™ A+ A! ist ein Isomorhismus.

e Fiir A€ K™ und B € K™ gilt: (AB)" = B'A".

e Wir zeigen spéter: Jede lineare Abbildung f € Homg(V, W) indu-
ziert ein lineare Abbildung (die duale Abbildung) f* € Homg(W*,V*),
wobei W* = Homg (W, K) und V* = Homg(V, K) die entsprechenden
Dualrdume sind. Ist A = A x y die Matrix von f bgzl. der Basen X, Y,
so ist A" = A+ y+ x» die Matrix von f* bzgl. der dualen Basen X*, Y™*.
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Theorem 6.22. Fir jede Matriv A € K™*" gilt
r.(A) =1rs(A) < min{m,n} (d.h. Zeilenrang=Spaltenrang).
e Schreibe r7(A) = r,(A) = r5(A); r(A) ist der Rang der Matrix A.

Beweis. Sei r = r,(A). Nach Ubungsblatt 9, Aufgabe 1 gibt es inver-
tierbare Matrizen B € K™*™ und C' € K™*" sodass gilt

E. 0
mio= (5 9)
wobei FE, die Einheitsmatrix vom Typ r ist. Transponieren liefert

ttt_ErO
cm - (5 ).

Wegen E,, = (BB™')! = (B71)!B! ist B invertierbar; ebenso ist C*
invertierbar. Mit Lemma 6.20(b) folgt aus den obigen Identitéiten

rs(A) = rs(BAC) = r,(C*A'B") = r,(A") = r,(A).

Proposition 6.23. Fir A € K™ sind gleichwertig:
(a) r(A) =mn
(b) A ist invertierbar, d.h. A~1 existiert.

e Dies ist das Analogon von Lemma 5.11 (mit V' = W) fiir Matrizen,
d.h. fiir eine lineare Abbildung f € Endg (V) sind gleichwertig:

f ist Isomorphismus < f ist Monomorphimus < f ist Epimorphismus.

Beweis. Sei A = (a;;) € K™™ mit Zeilenvektoren z; = (o1, ..., &jp).
Ist B = (8;;) € K™*", so hat die Produktmatrix BA die Form

Bi1+ - Bin 21 Z?:1 bz
s
ﬁnl T ﬁnn Zn Z;‘Lzl ﬁnjzj
(a)= (b): Ist r(A) = r.(A) = (z1,...,2,) = n, s0ist K" = (z1,...,2,)

und {z1,...,2,} bilden eine Basis (da dimyg K" = n kann K" nur
von mindestens n Vektoren erzeugt werden, d.h. {z,..., z,} bilden ein
minimales Erzeugendensystem und damit eine Basis). Sei {e1,...,e,}

die Standardbasis von K™. Dann gibt es eindeutige 3;; € K mit

n
€ = E ﬁz‘ij, Z:]_,...’I’L.
=1
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Fir die entsprechende Matrix B = (f;;) gilt £, = BA, d.h. A ist
invertierbar und B = A~!.

(b)=(a): Sei A™'A = E,,. Lemma 6.20(b) (angewandt auf die Matrizen
C=A"'A=Aund B = E,, sodass CAB = A7'AE,, = E,,) liefert

r(A) =r,(A) =r,(AAE,) = r,(E,) = n.

7. ELEMENTARE UMFORMUNGEN UND LINEARE
GLEICHUNGSSYSTEME

Fiir jede Matrix A € K™*™ ist nach Theorem 6.22 der Zeilenrang
gleich dem Spaltenrang, d.h. r.(A) = r5(A). In einfachen Beispielen
lasst sich der Rang einer Matrix sofort ablesen. Zum Beispiel ist

1 2 11
7’<0 1)—2undr<2 2>_1

Eine allgemeine Matrix lésst sich durch ‘elementare Umformungen’ wie
Addition und Subtraktion von Vielfachen von Zeilen auf eine solche
einfachere Form bringen. Zum Beispiel,

2 0 1 2 0 1 2 0 1
A=1 2 0] == [1 2 of>*X* |0 2 -1/2
111 0 —1 1 0 -1 1
20 1
We= g 9 1| = A
00 —3/4

Diese Umformungen lassen sich als Linksmultiplikation mit Matrizen
beschreiben:

1 0 0 1 0 0 2 01 2 0 1
z3—29 ¢ T1=10 1 0 0 1 0 1 20]l=11 2 0
0 —1 1 0 —1 1 1 11 0 -1 1

und genauso
1 0 0 1 00
22—1/22’1 STy = — /2 1 0 und Zg+1/221 < T3 = 0 10
0 01 1/2 0 1

Also fiihrt Linksmultiplikation mit diesen ‘Transformationsmatrizen’
Ty, T,, T3 die gegebene Matrix A in die einfachere Form A’ iiber, d.h.

T3T2T1A == A/7
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wobei die 7; invertierbar sind (sie haben offensichtlich Rang 3). Nach

Lemma 6.20(b) veréndert die Multiplikation mit einer invertierbaren

Matrix den Rang nicht, somit haben A und A’ den gleichen Rang
T(A) = T(TgTQTlA) = T(A,) = 3.

Wir bestimmen allgemein ‘Elementarmatrizen’ mit der Eigenschaft,
dass Multiplikation mit diesen Matrizen den Rang einer Matrix erhélt
und verallgemeinern das obige Beispiel zu einen Algorithmus, der es
uns erlaubt den Rang einer Matrix zu berechnen.

Definition 7.1. Sei K ein Korper und ¢ # j. Eine Elementarmatrix
Tij(o) = () € K™ ™ hat die Form:
(a) o € K an der Stelle (i,7) (wobei i # j ist),

b) 1 auf der Diagonalen (d.h. ay; =1 fiir alle i),
(c) 0 an allen anderen Stellen.

Fir a =1 setze T;; = T;;(1). Sei E,, € K™*"™ die Menge der Element-
armatrizen vom Typ (n,n).

e Offenbar gelten fiir Elementarmatrizen die Beziehungen

Tyla) - Ty(8) = Tyla+ ),
Ty(0)Ty(~a) = En,

insbesondere ist jede Elementarmatrix invertierbar, d.h. regulér.

Lemma 7.2. Sei A € K™*" mit Zeilen z, .., z,, und Spalten s1, .., S,.
(a) Ist T;;(a) € K™ ™ (d.h. das Produkt T;;(c)A ezistiert), so ist

21

Zj(()é)A = 2 + Qaz;

Zm
(b) Ist T;;(B) € K™™ (d.h. das Produkt AT;;(/3) existiert), so gilt
AE]<6) = (817 T, 85 + BSZ', e Sn).
Beweis. Nachrechnen. O

Definition 7.3. Sei A € K™*". Eine elementare Umformung von A
ist eine Operation, die durch Multiplikation von A durch eine Element-
armatrix von links oder von rechts ensteht. Explizit: Jede elementare
Umformung ist von der Form:
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(a) Ersetzen der Zeile z; von A durch z; + az;, wobei o € K und
1 # j; die Zeilen z; fiir k # i bleiben unverandert. Gleichwertig:
Multiplikation mit 7;;(«) € E,, von links.

(b) Ersetzen der Spalte s; von A durch s; 4+ f3s;, wobei § € K und
i # 7; die Spalten s, fiir k # @ bleiben unveréndert. Gleichwer-
tig: Multiplikation mit 7;;(5) € E,, von rechts.

NB. Ist A € K™ so entspricht die Anwendung endlich vieler ele-
mentarer Umformungen 7; € E,, und S; € E,, auf A einer Abbildung

A — T,---ThHAS, - S = A.

Setze C' =T} ---Ty und B = Sy ---.5;. Dann sind C' und B als Produkt
von invertierbaren Matrizen invertierbar und nach Lemma 6.20(b) gilt

r(A) =r(CAB) =r(A").

Also verandert die Anwendung von (endlich viele) beliebigen elemen-
tare Umformungen auf A nicht den Rang von A; man kann somit eine
gegebene Matrix A durch Links- bzw. Rechtsmutiplikation mit Ele-
mentarmatrizen in eine Matrix iiberfiihren, deren Rang leicht zu be-
stimmen ist. Dabei kann man entweder diese Operationen ad hoc auf
eine gegebene Matrix anwenden, oder einen von diversen Algorithmen
verwenden, die die gegebene Matrix in eine einfachere Form bringen.

Wir geben ein Beispiel eines solchen Algorithmus:

Theorem 7.4. Sei A = (a;;) € K™ ™. Ist A # 0, so gibt es Element-
armatrizen T; € E,,, (i =1,...,k) und S; € E, (j =1,...,n), sodass
die resultierende Matriz A" =T}, ---T1ASy - - - S; die folgende Form hat

/
aqq *

N ) S

A= 0 0 0 0 o, * - - x|’
0 0 -0 0 0 0
0 0 ) )

wobei oy -+ - o, # 0 ist. Offensichtlich ist r(A) =r(A") =r.
Beweis. Schritt 1: Ist aq; # 0, so gehe zu Schritt 4.

Schritt 2: Sei ay; = 0, aber sei z; nicht die Nullzeile. Dann gibt es in
2z einen nicht-trivialen Eintrag aq; mit j > 1. Rechtsmultipikation mit
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der Elementarmatrix 77; € E,, ersetzt die erste Spalte s; durch s; + s,
d.h. die Matrix AT}; hat an der Stelle (1, 1) den Eintrag a;j; # 0. Gehe
jetzt zu Schritt 4.

Schritt 3: Sei c;; = 0 und sei z; eine Nullzeile. Da A # 0 ist, gibt es
eine Zeile z;, ¢ > 1 mit einem nicht-trivalen Eintrag. Linksmultiplika-
tion mit der Elementarmatrix Ty; € E,, ersetzt z; durch z; + z;; also
hat die erste Zeile von 71, A die Form (81, ..., Bin) mit f;; # 0 fiir ein
j. Ist B;1 # 0, so gehe zu Schritt 4, ist 5;; = 0, so gehe zu Schritt 2.

Schritt 4: Wir haben eine Matrix A mit aq; # 0. Also sind die Quoti-

enten ot € K und damit die Matrizen T;;(52) € Ey, fiir i = 2,...,m

definiert. Die Matrix T (—%21) - - - 151 (—521) A hat die Form

11

<1 11 Q12 0 0 Ay
_ a1
217 an Al 0
— A
Z — 2ml o 0

11

Schritt 5: Ist die verbleibende (m — 1) x (n — 1)-Matrix A; die Null-
matrix, so sind wir fertig. Falls A; # 0 ist, wende die Schritte 1-4 auf
A" an (jede elementare Umformung von A; ldsst sich als elementare
Umformung von A interpretieren). Nach endlich vielen Schritten liefert
dies eine Matrix der gewiinschten Form. U

Beispiele 7.5. (a) Sei A € R**3 die Matrix
1
A=14 4 =2
2 0

Dem Algorithmus folgend beginnen wir mit Schritt 4. Dies liefert

A N L B I N
4 4 —2| ™G 0 8 —10] ™ 0 8 —10
2 0 2 2 0 2 0 2 -2

Iteration dieses Verfahrens auf die verbleibende Matrix A; € R?*? zeigt

L2\ 112
0 8 10| ™G (o 8 10
0 2 -2 0 0 1/2
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Also ist r = 3 und r(A) = 3.
(b) Betrachte die Matrix (mit reellen Koeffizienten)

3 6 2 10
A=110 16 6 30
5 14 4 14
Elementare Umformungen (ohne Verwendung des Algorithmus) zeigen
3 6 2 10 3 6 2 10
10 16 6 30| “=* [1 -2 0 0
5 14 4 14 5 14 4 14
3 6 2 10
#3120 0
-1 2 0 -6
3 6 2 10
21 -2 0 0
0 0 0 —6

Die Zeilen z1, z5, z3 in der letzten Matrix sind offensichtlich linear un-
abhéngig, also ist r(A) = 3.

Wir wollen invertierbare Marizen mittels einfacher Matrizen beschrei-
ben. Nicht jede invertierbare Matrix ist ein (endliches) Produkt von
Elementarmatrizen. Eine einfache Rechnung zeigt, dass zum Beispiel

o 10 2X2
A_<O 2)6R

invertierbar, aber nicht Produkt von Elementarmatrizen ist: Da d =
d(A) = 2 # 0 ist A invertierbar, siche Beispiel 6.15. Jede Elementar-
matrix vom Typ (2, 2) ist eine Matrix der folgenden Form

T:(}y (1]) oderSz(é f)

Es ist d(T) = 1 = d(S). Wegen Tj;(a) - Tj;(8) = Tij(a + B) gilt fiir
eine endliches Produkt 7" vn Matrizen vom Typ T (bzw. ein endliches
Produkt S’ von Matrizen vom Typ S) ebenfalls d(T") = 1 (bzw. d(S") =
1). Eine einfache direkte Rechnung zeigt, dass d(ST) = 1 = d(T5).
Also gilt fiir jedes endliche Produkt von Elementarmatrizen d = 1, und
A kann keine Darstellung als ein solches Produkt haben.

Wir werden sehen: Invertierbare Diagonalmatrizen D = (d;;) mit
dyy -+ - dp, # 1 sind nicht als Produkt von Elementarmatrizen darstell-
bar.

Definition 7.6. Eine elementare Diagonalmatrix D;(a) € K™ ist
eine Matrix D;(a) = (oy;) mit den Eintridgen
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(a) ay = a fiir ein a € K\ {0},
(b) a5 = 1 fllI'j 7£ i,
(¢) aj; =0 fiir i # 5.
Sei D,, € K™*™ die Menge der Matrizen von diesem Typ.

e D;(a) Di(a™?) = E,, d.h. D;(«) ist invertierbar.

Lemma 7.7. Jede invertierbare Matriz A € K™*™ hat eine Darstellung
als ein endliches Produkt von Elementen aus der Menge E = E, UD,,.

e Sei GL,(K) die Gruppe der invertierbaren Matrizen in K™*™ (bzgl.
der Multiplikation von Matrizen). Das obige Lemma besagt, dass sich
jedes Element von GL,(K) als ein endliches Produkt von Elementen
von EX schreiben lésst; man sagt GL,,(K) wird von EY erzeugt.

e Die Darstellung eines Elements von G L,,(K) als ein endliches Produkt
von Elementen aus E ist nicht eindeutig. Zum Beispiel gilt in G Ly(R):

D=6 G )=6 %) 65

Beweis. (Skizze) Sei A € K™ invertierbar. Nach Lemma 6.23 ist
r(A) = n, insbesondere hat A keine triviale Spalte. Ist a;; = 0, so
gibt es ein ¢ > 1 mit a;; # 0 und T3;A hat a;; an der Stelle (1, 1); wir
konnen also annehmen, dass a;; # 0 ist. Wie im Schritt 4 im Beweis

von Theorem 7.4 lésst sich A durch Zeilenumformungen und Iteration
(d.h. Anwendung auf A;) in eine Matrix B = T} --- T} A der Form

bin ox % ok %

0 [ * x

0 0 0 0 B

mit B11 - -+ Bun # 0 tiberfithren. Diese Matrix B lésst sich durch Links-
multiplikation mit Elementarmatrizen und Matrizen der Form D;;(«)
zu einer Einheitsmatrix machen: Man beseitigt die Eintrédge in der
letzten Spalte Bin,B2m, -, Bn-1,, mit Hilfe der letzten Zeile, dann
die Eintrége in der vorletzten Spalte 31,1, -, By—2,—1 mit Hilfe der
vorletzten Zeile, etc. um so eine Diagonalmatrix mit nicht-trivalen Dia-
gonaleintridgen zu erhalten. Multiplikation mit geeigneten Matrizen der
Form D;;(a’) macht dann diese Diagonalmatrix zur Einheitsmatrix.

Also gibt es Elementarmatrizen T; € E,, (i = 1,..., k) sowie elemen-
tare Diagonalmatrizen D; € D, (j =1,...,0) mit D;--- DT}, - - - T1 A =
E,. Da A~! eindeutig ist, folgt A=Y = D;--- DT}, - - - T4. ]
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Beispiele 7.8. Der Beweis von Lemma 7.7 ist konstruktiv und liefert
ein Verfahren die inverse Matrix A~! zu berechnen: Ist A € K™*" inver-
tierbar und sind D; € D,, bzw. T; € E,, mit D;--- DT}, ... T1A = E,,
soist A= = D;---D\T},---Ty = Dy---DiT},---TVE,. Um A~! kon-
kret zu berechnen schreibt man A und E,, nebeneinander, und formt A
durch Linksmultiplikation mit Elementen aus E,, bzw. ID,, zur Einheits-
matrix F, um. Die analogen Umformungen angewandt auf F, liefern
die inverse Matrix A~

(a) Wir betrachten A € R3*3 und wenden das obige Verfahren zur Be-
rechnung von A~! an ohne vorher bestimmt zu haben, ob A~! existiert.

11 2 100
A = 1 2 —1 010 = F;
01 —4 001
11 2 1 00
= 01 -3 -1 10
01 —4 0 0 1
11 2 1 0 0
G 01 -3 -1 1 0
00 —1 1 -1 1
1 0 5 -1 0
e 0 -1 -3 -1 1 0
0 0 -1 1 -1 1
10 5 2 -1 0
273 Lo 1 0 4 4 -3
00 —1 1 -1 1
10 0 7 —6
atmo g 10 4 4 -3
00 —1 1 -1 1
Da) 100 7 —6 5
5 010 —4 4 -3| = A1
001 -1 1 -1

Zur Kontrolle rechnet man nach:

7 —6 5 1 1 2 1
At A=|-4 4 -3 1 2 —1]=10
-1 1 -1 01 —4 0
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(b) Wendet man dieses Verfahren auf eine Matrix A an, die nicht in-
vertierbar ist, so zeigt sich das unterwegs:

1 0 1 100
A = 0 -1 0 00 1 — [
1 1 1 00 1
1 0 1 1 00
=lo -1 0 0 10
0 1 0 -1 0 1

Der Rang der letzten Matrix auf der A-Seite ist 2 und gleich dem Rang
von A, d.h. 7(A) = 2 < 3 und die Matrix A ist nicht invertierbar.

Sei A € K™ mit r(A) = r. Nach Ubungszettel 9, Aufgabe 1 gibt
es invertierbare Matrizen C' € K™*™ und B € K™*", sodass gilt

E. 0

) e Km)(n

Wir zeigen, wie sich mit Hilfe von Elementarmatrizen diese Matrizen
C und B explizit berechnen lassen.

Wir benétigen dazu die folgende Definition.

Definition 7.9. Eine Matrix A = (o;;) € K™ " hat Zeilenstufenform,
falls gilt:

(a) Es gibt ein r mit 0 < r < m, sodass in den Zeilen mit Index
1 bis r jeweils nicht nur Nullen stehen, und in den Zeilen mit
Index r + 1 bis m nur Nullen stehen,

(b) Fiir jedes i mit 1 < ¢ < r sei j; der kleinste Index der Spalte, in
der ein Eintrag ungleich Null steht, d.h. j; = min{j | ay; # 0 };
hier ist j; < jo < --+ < Jp.

Dabei ist r = 0 zuléssig, in diesem Fall sind alle Eintrdge von A
Null. Die ersten nichttrivialen Eintrdge in den nichttrivialen Zeilen
Qijy, - - ., Qpj, sind die Pivots (oder auch Angelpunkte) von A.

Beispiele 7.10. (a) Die Matrix

A=

o OO
S O N
o = O
N W W~

ist in Zeilenstufenform. Hier m = 3, n = 4, r = 3; weiter ist j; = 2, jo =
3,73 = 4, die Pivots sind die Eintrége a2 = 2, o3 = 1 und agq = 2.
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(b) Die folgende Matrix ist in Zeilenstufenform

A=

o O O
OO W
OO = O
S O W ot
SO DN D
S W= O

— O Ot

0

Das Rechenverfahren zur Bestimmung von C' und B basiert auf fol-
gende Beobachtung: Jede Matrix A € K™*™ ldsst sich durch geeigenete
Zeilenumformungen (d.h. Linksmultiplikation mit Elementarmatrizen)
in Zeilenstufenform iiberfithren. Also gibt es T4, ... T} € E,,, sodass

T T, A

in Zeilenstufenform ist. Weiter lésst sich jede Matrix in Zeilenstufen-
form (mit entsprechendem r) durch Spaltenumformungen (d.h. Rechts-
multiplikation mit Elementarmatrizen) in eine Matrix der Form

(5 o)

iiberfithren. Fiir geeigente Elementarmatrizen Si,...,5; € E, ist also
E. 0
Tk-uTlASl...Sl—(O 0).

Damit ist C =T ---T; und B=S;---5].

Beispiel 7.11. Betrachte die folgende Matrix mit reellen Eintrdgen

120
A—<221)

Offensichtlich hat A den Rang 2, d.h. es gibt invertierbare Matrizen C'
und B mit
100
CAB=|0 1 0
0 00

Umd B und C' zu bestimmen, schreiben wir im ersten Schritt E, und
A nebeneinander und formen diese Matrizen durch Zeilenumformungen
parallel so um, dass A in Zeilenstufenform iibergefiithrt wird:

10 120
o= (0 1) <221) =4

29—221 1 0 1 2 O .
~ (—2 1) (0 —2 1) =Th4
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Im zweiten Schritt schreiben wir 77 A und E3 nebeneinander und brin-
gen T1 A durch Spaltenumformungen auf die gewiinschte Form:

100
0 -2 1 00 1
1 -2 0
wgm (100 0 1 0| = ES,
0 =21 0 0 1
1 -2 0
521435 <(1J ? ?) 0 1 0| = E8,5
0 3 1
1 —2 2
e (é ? 8 ) 0 1 —1] = F35,595;
0 3 -2
L0 1 -2 2
AlsoistC:le(_2 1) und B =95155=[0 1 -1
0 3 -2

8. LINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

Wir betrachten Systeme von m linearen Gleichungen in n Variablen
mit Koeffizienten in einem Korper K, d.h. ein System von Gleichungen

onry + Ty - T, = B
Qo1T1  + QgTy - QT = o
Q11+ QpaZa 0 nTn = B,

mit Variablen z; und Skalaren o, 5; € K; dafiir schreiben wir auch
(L) Zaijxj = 6@’7 1= 1, oo,
j=1

Eine Losung von (L) ist eine gemeinsame Losung der m Gleichungen.

Das System (L) ldsst sich als ein Matrizenprodukt auffassen

(65 S R 0 % P xq 51
e 7 B
Ax . .o . . . — . =)

(0% IR € 7%y Tn Bm
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Der Matrix A = (ay;) definiert eine lineare Abbildung A : K™ — K™
durch z +— Az. Damit ldsst sich das System (L) wie folgt interpretie-
ren: Ist b € K™ fest gewiihlt, so gilt A71(b) = {x € K" | Az = b}, d.h.
die Elemente von A~1(b) sind genau die Lésungen von (L).

Die wesentlichen Fragestellungen nach der Existenz und Eindeutig-
keit von Losungen von (L) lassen sich somit wie folgt formulieren:

(1) Ist A=1(b) # 0, d.h. gibt es eine Losung?
(2) Ist |[A7(b)] = 1, d.h. gibt es eine eindeutige Losung?
Das System (L) lédsst sich wie folgt umschreiben

a1 a2 Aip B
Q21 Q22 Qop B2
‘l‘l‘l‘ . ‘$2+“‘+ . .l‘n: .
Qm1 Qm2 Amn ﬁm
Dabei sind die auf der linken Seite auftretenden Vektoren genau die
Spalten si,...,s, der Matrix A, und falls eine Losung x exisitiert,

dann muss b eine Linearkombination der s; sein und es gilt
L1871+ TpSy, = b.

Die Fragen nach Existenz und Eindeutgkeit von Losungen lassen sich
somit auch wie folgt ausdriicken:

(1) Ist b € (s1,...,5)7
(2’) Falls b € (s1,...,8,), sind sq,...,s, linear unabhéngig?

Wir formalisieren diese Uberlegungen und geben zunéchst einfach zu
berechnende Existenz- und Eindeutigkeitskriterien fiir die Losbarkeit
eines solchen Systems von linearen Gleichungen.

Definition 8.1. Sei A = (o;;) € K™ eine Matrix und b = (§;) € K™
ein Spaltenvektor. Ein lineares Gleichungssystem (L) ist ein System von
Gleichungen der Form Ax = b, « = (z;) € K", d.h. die m Gleichungen

(L) ZOZZ].TJZBZ,Z:17,TTI,
j=1

Ist b = 0, so ist (L) homogen; ist b # 0, so ist (L) inhomogen. Die
erweiterte Koeffizientenmatrix des linearen Gleichungssystems (L) ist

(05 5 D 4 % P 51
B=[Ab] =

dm1 Omn Bn
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Lemma 8.2. Sei A €¢ K™ " eine Matriz.

(a) Die Losungen des homogenen Systems Ax = 0 ist genau ker(A);
inbesondere bilden die Losungen von Ax = 0 einen linearen
Unterraum von K™ der Dimension n — r(A).

(b) Ist zg eine Liosung von Ax = b, so ist xyg + ker(A) die Menge
aller Losungen von Ax = b.

e Nach (b) bilden die Losungen von Ax = b einen affinen Unterraum
von K™; nach (a) hat dieser affine Unterraum Dimension n — r(A).

e Aus (a) folgt: Ist n > m, so hat Az = 0 nicht-triviale Lésungen = # 0.

Beweis. (a): Sei A : K™ — K™, x — Ax die durch die Matrix A
definierte lineare Abbildung. Die Menge der Lésungen von Ax = 0
ist A71(0) = ker(A) C K™ und damit ein linearer Unterraum. Da
dimim(A) = r(A) ergibt sich mit dem Homomorphiesatzes 5.10(b)
dimker(A) = dim K™ — dimim(A) = n — r(A).

(b): Sei xq eine Losung von Ax = b. Ist y € K™ mit Ay = 0, so folgt
A(zo +y) = b, sodass xg + ker(A) C A~1(d). Ist umgekehrt x € A~1(b)
eine Losung von Ax = b, so setze y = x — xy. Dann ist Ay = 0 und
T =10+ Yy € x9 + ker(A); dies zeigt A~1(b) C x¢ + ker(A). O

Proposition 8.3. (Eristenz) Sei A € K™ ™ und seib € K™. Betrachte
das System (L): Ax = b mit erweiterter Koeffizientenmatriz B = [A, b].
Dann gilt: (L) ist losbar genau dann, wenn r(A) = r(B) ist.

Beweis. Sei b = (;) und seien si,...s, die Spalten von A. Dann ist
(L) genau dann losbar, wenn b € (sq, ..., s,) ist. Dies gilt wegen

r(A) = dim(sy,...,s,) < dim(sy,..., s, b) = r(B)
genau dann, wenn r(A) = r(B) ist. 0

Proposition 8.4. (Eindeutigkeit) Sei A € K™ ™ und b € K™ mit
A7) # O (d.h. (L): Ax = b hat eine Lisung). Dann hat (L) genau
dann eine eindeutige Losung, wenn Ax = 0 nur die triviale Lésung
x =0 hat; dies gilt genau dann, wenn r(A) = n ist.

e Sei A € K™*" sodass Ar = b fiir alle b € K™ losbar ist. Nach
Proposition 8.3 ist dann r(A) = m. Sind diese Losungen eindeutig, so
folgt mit Proposition 8.4 r(A) = n. Also ist in diesem Fall A vom Typ
(n,n) und wegen r(A) = n invertierbar. Ist A~! die inverse Matrix, so
sind die eindeutigen Losungen von Ax = b genau die x = A~1b.

Beweis. Ist zy € A71(b), so sind nach Lemma 8.2(b) die Lésungen von
Az = b genau die Elemente von xy + ker(A) und x, ist die einzige
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Losung genau dann, wenn ker(A) = {0} ist. Da dimker(A) =n —1r(A)
gilt ker(A) = {0} genau dann, wenn r(A) = n ist. O

Beispiel 8.5. Betrachte das lineare Gleichungssystem mit reellen Ko-
effizienten

al + X9 —+ 2.1’3 = 0
2371 + 31’2 = 9
21’2 + T3 = —1
Wir haben die Matrizen
11 2 112 0
A=|(2 3 0| wndB=[Ab]=(2 3 0 9
0 21 02 1 —1

Fiir A berechnet man r(A) mittels der elementaren Zeilenumformungen

11 2 11 2 11 2

23 073 (01 —4|*F |01 4

0 21 0 2 1 00 9
Esist 7(A) = 3. Aus 3 =r(A) < r(B) < 3 folgt r(A)

r(B) = 3 und

nach Proposition 8.3 hat Az = b eine Losung. Da r(A) = 3 ist nach

Proposition 8.4 diese Losung eindeutig; es ist x = A~!h.

Die Bestimmung von r(A) und r(B) kann durch elementare Um-
formungen durchgefiihrt werden und liefert nach den obigen Kriterien
Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen. Eine Variante solcher Umfor-
mungen liefert einen Losungsalgorithmus fiir ein Gleichungssystem (L):
Az = b mit B = [A, b]. Die zuldssige Umformungen von (L) sind:

(a) Vertauschen der Zeilen von B (Permutation der Gleichungen),

(b) Vertauschen der Spalten von A (Permutation der z1,...x,),

(c) Zeileniibergénge in B der Form z; — 2 + az;,i # j,a € K.
Diese Operationen dndern die Losungsmenge von (L) nicht (abgesehen
von einer eventuellen Umnumerierung der x;).

Gauss-Algorithmus. Wir kénnen annehmen, dass A keine Nullspalte
hat (d.h. jede Variable ; kommt in dem System (L) nicht-trivial vor).

1. Nach Anwendung von (a) und (b) ist A = (a;;) mit a3 # 0.
2. Mittels z; — z; —ay1 /121 fiir i > 2 ergibt sich ein System der Form

anry+ ) g, ourk = B

n / _ ! s
Dok Wi = B i=2,...n.
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3. Betrachte das reduzierte System von m — 1 Gleichungen
Za;kxk =p;,j=2,...n
k=2

Ist (aj;) = 0 ist, so sind wir fertig. Ist (aj;) # 0, so liefert Anwen-
dung von 1. und 2. auf dieses System und dann weitere Iteration ein
Gleichungsssystem von m Gleichungen in n Variablen y; der Form

Buyr + Brayo + -+ Py + -+ Pinyn = B
Bosyo + - + PokY + - -+ + Bonyn = 54

(L) : By + -+ Brntin = By,

0 = Bllc-i-l
0 = B,

mit £, # 0 fiir r = 1,... k (d.h. die Matrix (5;;) ist in Zeilenstufenform
mit Pivots (i1, ... k). Fiir das System (L") gilt:

-Ist B #0 fiir ein r =k +1,...m, so ist (L) nicht 16sbar.

-Ist B, = -+ = ], = 0soist (L") 16sbar (und die 41, . . ., ¥, konnen
beliebig gewihlt werden). Wegen 3}, # 0 fiir j = 1,. ..k ldsst sich (L)
sukzessive nach yg,yx_1,...,y1 auslosen; eine eindeutige Losung von
(L) liegt dabei nur dann vor, wenn k = n ist.

Beispiele 8.6. (a) Betrachte das System (mit reellen Koeffizenten)

11
(L): B=[A,b=[0 0
2 0

(NI
NI

Es ist ay; # 0. Die Operation z3 — 22 liefert ein neues System

1 1 11
L) B =[AV]=[0 0 11
0 -2 0 0

Das reduzierte System hat ab, = 0. Vertauschen der 2. und 3. Spalte
von A’ ergibt eine Matrix A” mit af, # 0 und demselben b, d.h.

1
0

1
(Ln): B/I — [14/17 bl] — 0
0 -2

O ==
S = =
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Aus dieser Darstellung ldsst sich durch sukzessive Auflosung die ein-
deutige Losung y = (0,1,0) bestimmen. Da wir die 2. und 3. Spal-
te vertauscht haben, ist die eindeutige Losung von B = [A,b] dann
z=(0,0,1).

(b) Die erweitere Koeffizientenmatrix

40
B=[Ab=[0 2
00

O N O
— = O
— N

ist bereits in Zeilenstufenform. Fiir die Losungen ergibt sich
Ty = 1, 21’2+2.§C‘3+4:2, T — 1.

Auflosen der 2. Gleichung nach xy liefert x9 = —x3 — 1. Also ldsst sich
jede Losung x von Ax = b in folgender Form schreiben

1 1 0
e B N _1
r= T3 1o sl

1 1 0
Dabei ist xy = (1, —1,0,1)" eine spezielle Losung von Az = b. Weiter
liegt (0,—1,1,0)" € ker(A); wegen r(A) = 3 folgt dimker(4) =4—3 =
1, d.h. (0,—1,—1,0) ist eine Basis von ker(A). Die obige Beschreibung

der Losungsmenge von Ax = b entspricht damit genau der Darstellung
xo + ker(A) von Lemma 8.2(b).

(c) Hat die erweiterte Koeffizientenmatrix die Form
1 00
B=[Ab=(0 11
0 00
so folgt aus der letzten Gleichung Ox3 = 1; das diese Gleichung keine
Losung hat ist das System Az = b nicht l6sbar.
(d) Betrachte die folgende Matrix mit reellen Koeffizienten
200
A=10 3 7
0 25

Es ist 7(A) = 3: Dies folgt, zum Beispiel, da allgemein gilt

A 0\ (B, 0\ [AB 0
0 A)J\0 By) =\ 0 AB,

und in diesem Beispiel fiir die entsprechende 2 x 2-Matrix A,

d(A)=3-5-2-T=1%#0
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ist, d.h. r(Ay) = 2 und damit r(A) = 3. Damit hat Az = b fir jedes
b € R3 die eindeutige Losung z = A~'b. Wegen d = 1 folgt weiter

I /2 0 0
At = umd A= 0 5 -7
-2 3 0 —2 3

Konkret ist zum Beispiel fiir b = (1,1, 1) die Losung von Az = b somit

12 0 0\ /1 1/2
T = 0 5 =7 1] =1-2
o -2 3 1 1

wie man durch direktes Nachrechnen leicht bestatigt.

9. GRUPPEN II

Um Determinanten von Matrizen definieren zu kénnen benétigen wir
einige elementare Aussagen der Gruppentheorie:

Definition 9.1. Seien G und H (multiplikativ geschriebene) Gruppen.

(1) Ein Homomorphismus (oder Gruppenhomomorphismus) ist ei-
ne Abbildung f : G — H, die mit den Gruppenstrukturen
vertraglich ist, d.h. fiir g1, g» € G gilt

f(9192) = f(g1)f(g2)-

(2) Ist f: G — H ein Gruppenhomomorphismus, so der Kern von
f (bzw. das Bild von f) ker(f) = {9 € G | f(g) = 1} (bzw.

im(f) ={f(9) | g € G}).

(3) Ein Homomorphismus f : G — H heisst Epimorphismus (bzw.
Monomorphismus, Isomorphismus) falls f surjektiv (bzw. injek-
tiv, bijektiv) ist. Gibt es einen Isomorphismus f : G — H, so
sind G und H isomorph, G = H. Die Isomorphismen G — G
sind die Automorphismen von G.

e Fiir einen Gruppenhomomorphismus f gilt stets: f(1) = 1 und
flg™) = flo)™"

e Ein Homomorphismus f : G — H ist genau dann ein Monomorphis-
mus, wenn ker(f) = {1} ist.

e Ein Homomorphismus f : G — H ist genau dann ein Isomorphis-
mus, wenn es einen Homomorphismus g : H — G mit g o f = idg und
fog=idy gibt. In diesem Fall ist g = f~1.
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Beispiele 9.2. (a) Sei G eine Gruppen und a € G. Dann ist die Ab-
bildung ‘Konjugation mit a’, d.h. f, : G — G, g — a 'ga ein Auto-
morphismus: f, ist Homomorphismus, da fiir g1, go € G gilt

fa(g1) fa(g2) = a”'graa” gra = a” grgoa = fa(9192).

Ist f.(g) = a~tga =1, so folgt ga = a und g = 1, also ist ker(f,) = {1}
und f, ist ein Monomorphismus. Fiir g € G ist f,(aga™) = g, somit
ist f, auch surjektiv.

(b) Seien V, W K-Vektorraume und sei f € Homg (V,W). Dann besagt
flo+") = f(v)+ f(v) fiir alle v,0" €V,

dass f ein Homomorphismus zwischen den V und W zugrundeliegen-
den additiven Gruppen (V,+) und (W, +) ist. In diesem Fall sind die
abelschen Gruppen ker(f) C V und im(f) € W die den entsprechen-
den linearen Unterrdumen zugrundeliegenden abelschen Gruppen.

(c) Sei K ein Koérper und A = () € K**2. Setze
det(A) = (V1192 — (12091 € K.

Nach Beispiel 6.15 ist A invertierbar genau dann, wenn det(A) # 0 ist.
Sind A, B € K?*2 so zeigt eine einfache direkte Rechnung det(AB) =
det(A) det(B). Also definiert det einen Homomorphismus

det : GLy(K) — K*.

Ist « € K*, so ist

0 1

d.h. der Homomorphismus det ist ein Epimorphismus.

det (a O) =ae€ K*,

Definition 9.3. Sei GG eine Gruppe. Eine Untergruppe U < G ist ein
Normalteiler (oder eine normale Untergruppe), U < G, falls gilt

welU, geG=glugel.
Ist U < G (d.h. U # G), so schreibe U < G.

Beispiele 9.4. (a) Die trivialen Untergruppen {1} < G und G < G
einer jeden Gruppe G sind Normalteiler, die trivialen Normalteiler.
(b) Ist G abelsch, so folgt aus g~'ug = ¢ 'gu = lu = u € U, dass jede
Untergruppe ein Normalteiler ist.

(c) Sei G = S5 die Gruppe der bijektiven Abbildungen von {1,2,3}.
Fiir verschiedene Ziffern i, j, k € {1,2,3} sei (4,j) die bijektive Abbil-
dung i — 3,5 — i,k — k. Wegen (i,7)(4,j) = id definiert jede solche
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Transposition (i,7) eine Untergruppe {id, (i,j)} < G der Ordnung 2.
Sei nun U = {id, (1,2)} < G, u = (1,2) und g = (1,3) € G. Dann ist
g 'ug = (13)(12)(13) = (23) ¢ U,

d.h. die Untergruppe U = {id, (1,2)} < Ss ist kein Normalteiler.

Lemma 9.5. Sei f : G — H ein Gruppenhomomorphismus. Dann gilt:
(a) im(f) C H ist eine Untergruppe,
(b) ker(f) C G ist ein Normalteiler.

Beweis. (a): Einfaches Nachrechnen.
(b): Wegen f(1) = 1ist 1 € ker(f). Fiir g,¢" € ker(f) folgt f(g9g') =

f(9)f(g) = 1, also ist gg' € ker(f). Ist g € ker(f), so ist f(g7') =
flg) ' =171 =1und g7 € ker(f), d.h. ker(f) C G ist eine Unter-

gruppe. Sei g € G und u € ker(f). Dann ist
flo™tug) = flo)"" f(u)f(g9) = fg)™" - 1- flg) = flo)"" flg) = L,
also ist g~ 'ug € ker(f) und ker(f) < G. O
Ist V' ein K-Vektorraum und W C V ein linearer Unterraum, so ist
auf dem Faktorraum V/W = {a + W |a € V} die Verkiipfung (a; +
W)+ (ay + W) = a; + az + W wohldefiniert. Der naive Versuch analog
fiir eine Gruppe G und eine Untergruppe U < G eine Faktorgruppe zu
definieren scheitert: In multiplikativer Notation ist die entsprechende
Menge G/U = {gU | g € G} und die ‘evidente’ Mutiplikation
91U - goU = g192U
ist im allgemeinen nicht wohl-definiert. Ist g;U = ¢g1U und g,U = g4U,
so ist g = gruy und g = gouy fiir geeignete uq, uy € U. Es folgt
9195 = grungats = g1(9295 urgaus = g192(g5 w1 g2)us,

d.h. g19,U = ¢} gbU gilt nur dann, wenn g, 'uygo € U ist; dies ist gerade
die Normalteilerbedingung an U. Insbesondere induziert die Multipli-
kation auf G nur dann eine wohl-definierte Multiplikation auf G/U,
wenn U C G nicht nur eine Untergruppe, sondern ein Normalteiler ist.

Lemma 9.6. Sei N QG ein Normalteiler und G/N = {gN | g € G}.
(a) Die Menge G/N ist mittels der Verkniipfung

GiN - N = g1g2N, g1,90€ G

eine Gruppe mit neutralem Element N
(b) Die Abbildung m : G — G/N, g — gN ist ein Epimorphismus
mit ker(m) = N.
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Beweis. (a): Da N < G ist, ist die Gruppenoperation auf G/N wohl-
definiert, siche oben; wegen N = 1N und 1N - gN = 1gN = gN ist N
das neutrale Element.

(b): Die Abbildung = ist offensichtlich surjektiv und nach Definition der

Gruppenoperation auf G/N ein Homomorphismus. Die letzte Aussage
N = ker(n) gilt da g € ker(n) & gN =N < g€ N. O

Theorem 9.7. (Homomorphiesatz) Sei f : G — H ein Gruppenhomo-
morphismus. Dann gibt es einen Epimorphismus © : G — G/ ker(f)
und einen Monomorphismus h : G/ker(f) — H mit f = hon und

im(f) = im(h).
e Der Monomorphismus h : G/ ker(f) — H induziert einen Isomor-
phismus h : G/ ker(f) 5 im(f).

Beweis. Da ker(f) < G ein Normalteiler ist hat G/ ker(f) eine Grup-
penstruktur. Die Abbildungen 7 und A sind die evidenten Abbildungen

m: G— G/ker(f), g~ gker(f),
h: G/ker(f) — H, gker(f)— f(g)

Dabei ist m nach Konstruktion ein Epimorphismus. Man rechnet nach,
dass h wohl-definiert ist; die restlichen Eigenschaften sind dann klar.
O

Wir betrachten nun die symmetrische Gruppe S,, der bijektiven Ab-
bildungen der Menge {1, ...,n} aus Beipiel 2.2(d). Die Gruppenopera-
tion auf S, ist die Verkniipfung von Abildungen, S, ist eine endliche
Gruppe mit |S,| = n!. Fir n > 3 ist die Gruppe S,, nicht abelsch.

Die Elemente von S,, heissen Permutationen und wir bezeichnen diese
mit kleinen griechischen Buchstaben; dabei sei ¢ das neutrale Element
von S, d.h. die Identitédtsabbildung. Fiir 7 € S, schreibe

(1 2 . . . n
T @ - - )
Bei feststehendem n lassen wir zur Vereinfachung der Notation oft die
Ziffern mit 7(j) = j weg, zum Beispiel schreiben wir fiir n = 6 so

1 23456\ (12335

235416) \23°51
Definition 9.8. Seien aq,---,a; paarweise verschiedene Ziffern aus
der Menge {1,..,n}. Ein k-Zykel in S, ist eine Permutation der Form

b= a az - -+ Q-1 A\ .
as as - - ap a1/’
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wir verwenden fiir einen solchen k-Zykel auch die Notation

Y = (a1,a, - ,ap_1,a) = (az, a3, -+ ,ax,ay).
Zwei Zyklen (a1, as, -+ ,ax) und (by, by, -+ ,b;) heissen disjunkt, falls

{ay,...ax}N{by,...b} = 0 ist. Eine Transposition ist ein 2-Zykel (i, 5)
(nach Definition ist dabei ¢ # j).

Lemma 9.9. Sei S, die symmetrische Gruppe mit n > 1.

(a) Jede Permutation T € S, hat eine Darstellung als ein Produkt
von disjunkten Zyklen.

(b) Es gilt (a1, a9, - ,ax) = (a1,ax)(ar,ax_1) - (a1, as), d.h. je-
de Permutation ldsst sich als ein Produkt von Transpositionen
schretben.

e Ist n = 5, so gilt nach (b) (1,2,3) = (1,3)(1,2). Wegen (1,2,3) =
(1,3)(1,2) = (1,3)(1,2)(4,5)(4,5) ist die Darstellung einer Permutati-
on als ein Produkt von Transpositionen nicht eindeutig.

Beweis. (a): Jede Permutation lasst sich sukzessive in disjunkte Zyklen
aufteilen, zum Beispiel ist

1 2 3 45 6
(2 1 35 6 4):<172)<47576>

Der Beweis von (a) ist eine Formalisierung dieses Prozesses und eine
einfache Ubung.

(b): Die erste Aussage folgt durch Nachrechnen (Permutationen sind
von rechts zu lesen), die zweite aus (a). O

Theorem 9.10. Sein > 1 und sei {—1,1} die multiplikative Gruppe.

(a) Es gibt einen Epimorphismus
sgn : S, — {—1,+1}

mit sgn(7) = —1 fiir alle Transpositonen T € S,,.

(b) Sei K ein Korper und f : S, — K* ein Homomorphismus.
Dann ist entweder f(p) = 1 fiir alle p € S,,, oder es ist char(K) #
2 und f = sgn.

e Ist me S, und m = 71 ---7; eine Zerlegung in Transpositionen, so
gilt nach (a) sgn ein Homomorphismus mit sgn(7;) = —1 fiir alle ¢, also
ist sgn(7w) = (—1)*. Die Zerlegung von 7 in ein Produkt vonTransposi-
tionen ist nicht eindeutig, aber fiir jede solche Zerlegung gilt, dass die
Paritét (gerade oder ungerade) der Anzahl der Faktoren eindeutig ist.
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Beweis. (a): Sei T'={i,j} C {1,...,n} mit i # j. Fir 7 € S, setze
N
Z.(T) = 1 falls T(l) < T(j-),
-1 falls 7(2) > 7(j)

und definiere
sgn(r HZ )e{-1,1},
wobei das Produkt iiber alle T = {i,5} C {1,...n} mit i # j lauft.
Fiir p € S, und T = {4, j} setze pT = {p(i), p(j)}. Wir zeigen
(#)  Z:p(T) = Z:(pT) Z,(T).
Gilt dies, so folgt

sgn(7p) HZTP HZ (pT) HZ ) = sgn(7) sgn(p),

da mit 7" auch pT alle 2-elementigen Teilmengen von {1, ...n} durchlauft;
insbesondere definiert sgn einen Homomorphismus. Die Behauptung
(#) ergibt sich aus der folgenden Tabelle, die die Z,(T') bzgl. der
relative Lage von {p(i), p(7)} und {7(p(i)),7(p(j))} beschreibt. Fir
T ={i,j} ist

Z,(T) Z(pT) Z-,(T)

p(i) < p(5) und 7(p(2)) < 7(p(7)) 1 1 1

p(i) < p(j) und 7(p(2)) > 7(p(j)) 1 —1 —1

p(i) > p(j) und 7(p(2)) < 7(p(5)) -1 —1 1

p(i) > p(j) und 7(p(2)) > 7(p(j)) -1 1 —1
Es bleibt zu zeigen: sgn(r) = —1 fiir jede Transposition 7 € S,,.
Ist 7 = (1,2), so ist Z(T) = —1 fir T = {1,2} und Z.(T) = 1
sonst, d.h. sgn(7) = —1. Ist 7/ = (4, j) beliebig, so gibt es ein

- (1. 2 ) €S,
’l/ ] .« ..
mit p(1) =4 und p(2) = j. Dann ist 7/ = prp~!, und es folgt

sen(7') = sgn(prp~ ') = sgn(p) sgn(r) sgn(p) ' = —1,
da sgn(p)~' = —1 falls sgn(p) = —1 und sgn(p) ™' = 1 sonst.

(b): Sei f : S, — K* ein Homomorphismus. Ist 7 eine Transposition,
soist 72 = cund 1 = f(7%) = f(7)? also f(r) € {—1,1}. Da sich
jede Permutation nach Lemma 9.9(b) als Produkt von Transpositonen
schreiben lésst, folgt f(7) € {—1,1} fiir jedes 7 € S,,. Ist 7 = (1,2) und
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ist 7/ = (i, ) eine beliebige Transposition, so liefert der Beweis von (a)
ein p € S, mit 7/ = prp~!. Also ist (die Gruppe {—1,1} ist abelsch)

F(@) = florp™") = f(p)f (1) f(p) " = f(7)
d.h. fiir jede Transposition 7’ gilt f(7') =1 falls f(7) = 1 und f(7') =
—1 falls f(r) = —1ist. Ist p € S,, und ist p = 71 - - - 71, eine Darstellung
als ein Produkt von Transpositionen, so gilt nach Teil (a)
k
sgn(p) = [ [sen(r;) = (-D".
j=1

Andererseits ist

i 1)k falls f(7) = —1
o) =TT 1) = {( Uoaein

j=1
Dies zeigt die Behauptung: Ist f(p) # 1 fiir ein p € S,,, so ist char(K) #
2 (sonst ist —1 = 1). Weiter gibt es eine Transposition 7; mit f(7;) =
—1 und damit gilt auch f(7) = —1, sodass f = sgn. O
Definition 9.11. Fiir n > 2 ist A, = ker{sgn : S,, — {—1,1}} die
alternierende Gruppe auf n Ziffern.

e Esist A, IS, und |S, : A,| = 2.

o Fiir jedes 7 € S, mit 7(w) = —1ist S, = A, UTA, = 1A, UA,,

wobei die Vereinigung jeweils disjunkt ist.

Beispiel 9.12. Sei U < S, eine Untergruppe mit |.S,, : U| = 2. Dann
ist U = A,,: Betrachte die Abbildung

1 falls €U,

f:Sy—={-1,1}, f(r) = {_1 falls 7 ¢ U.

Man rechnet nach, dass f ein Homormorphismus ist; die Behauptung
folgt dann mit Theorem 9.10(b).

Bemerkung 9.13. Fiir n = 3 und n > 5 sind {1}, A, und S,, die
einzigen Normalteiler von S,,, und A,, besitzt nur die trivialen Normal-
teiler {1} und A, (man sagt A, ist eine einfache Gruppe). Fir n =4
ist A4 nicht-einfach, da V' = {¢, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} einen Nor-
malteiler mit |V| = 4 definiert. Die Existenz dieser Untergruppe ist der
Grund dafiir, dass Losungen von Polynomgleichungen der Form

4 a1z P+ ar+ay=0, a; €C,

fir n < 4 stets durch Wurzeln ausgedriickt werden konnen (der Fall
n = 2 ist die ‘Mitternachtsformel’), dies fiir n > 5 aber nicht gilt.
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Die systematische Analyse der Losungen solcher Polynomgleichungen
erfolgt im Rahmen der Galoistheorie und ist ein Thema der Vorlesung
‘Algebra’.

10. DETERMINANTEN

Nach Beispiel 6.15 gilt lasst sich fiir eine Matrix A = (a;;) € K**?
aus den Koeffizienten o;; bestimmen, ob A invertierbar ist, genauer

AL existiert < d = a1 — Qa9 7£ 0.

Ist A invertierbar, so ist die inverse Matrix A~! durch die Formel

Al — l ( Q22 —0412)
d \—Q21 oO11

gegeben, die ebenfalls d involviert. Der Ausdruck d € K ist ein Spezi-
alfall einer sogenannten Determinante. Wir ordnen im folgenden jeder
Matrix A € K™*" eine Determinante det(A) € K zu. Diese Invariante
enkodiert Information iiber die Invertierbarkeit von A, ldsst sich zur
Berechnung von A~! beniizten, und hat geometrische Bedeutung.

Wir definieren die Determinante einer quadratischen Matrix allge-
meiner fiir Matrizen A = (ay;), deren Eintrége «;; nicht Elemente eines
Korpers, sondern allgemeiner Elemente eines kommutativen Rings sind.
Ein kommutativer Ring ist dabei eine Menge mit zwei Verkniipfungen,
die alle Bedingungen an einen Korper erfiillt, mit Ausnahme der Exis-
tenz von mutiplikativ inversen Elementen, genauer:

Definition 10.1. Ein Ring R ist eine Menge, zusammen mit zwei Ver-
kniipfungen + und -, sodass gilt:

(1) R ist bzgl. + eine abelsche Gruppe (mit neutralem Element 0),
(2) Es gibt ein 1 € R mit 1r = r = rl fiir r € R; es gilt das
Assoziativgesetz 11 (rars) = (r1r2)rs fir r1,re,r3 € R.
(3) Es gelten die Distributivgesetze, d.h. fiir ry,re, 73 € R ist
r1(re +1r3) = rre + rirg und (rq 4 ro)rs = rir3 + rors.
Ein Ring R ist kommutativ, falls zusétzlich gilt
(4) rirg = rory fir 1,79 € R.
e Die Definition besagt nicht, dass wie in einem Korper 0 # 1 sein
muss, inbesondere ist der Nullring R = {0} definiert.

Beispiele 10.2. (a) Die ganzen Zahlen Z formen bzgl. der iiblichen
Addition und Multiplikation einen kommutativen Ring.
(b) Ist R ein (kommutativer) Ring, so bildet die Menge der n-Tupel

R"={(r1,...,mn) | s € R}
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bzgl. der komponentenweisen Addition und Multiplikation wieder einen
(kommutativen) Ring.

(c) Die Menge der Polynome K [x] (bzw. R|x]) iiber einem Korper (bzw.
einem kommutativen Ring R) bilden bzgl. der Addition und Mutipli-
kation von Polynomen einen kommutativen Ring.

(d) Sei R™*™ die Menge der quadratischen Matrizen A = (o;) vom
Typ (n,n) mit Eintragen o;; aus einem kommutativen Ring R. Dann
ist R™" bzgl. der Addition und Multipliaktion von Matrizen ein Ring.
Der Ring R™ ™ ist fiir n > 2 in der Regel (z.B. falls 0 # 1 in R) nicht
kommutativ.

Definition 10.3. Sei R ein kommutativer Ring und A = («;;) € ™"
eine quadratische Matrix vom Typ (n,n). Die Determinante von A ist

det(A) = Z sgN(T) (1) Q27 (2) * *  Onr(n) € R

TESY

e [st n = 6, so hat die die Determinante definierende Formel 720 Terme,
d.h. obige Definition liefert ein Ringelement, welches a priori nur schwer
berechenbar ist.

Beispiele 10.4. (a) Sei A = (a;;) € R™" eine Dreiecksmatrix mit
a;; = 0 fiir 7 > 4. Dann sind die in der Determinante det(A) auftre-
tenden Summanden ay(1)Qar(2) * * * Qnr(n) DUr dann nicht-trivial, wenn
(1) < 1,7(2) < 2,---,7(n) < n ist. Dies gilt nur fiir die Iden-
titatsabbildung ¢, sodass det(A) das Produkt der Diagonaleintréige ist

det(A) = (X11092 * * * Opp -
(b) Sei A = (v;j) € R**2. Es gilt Sy = {¢, 7}, wobei 7 = (1, 2) ist. Nach
Definition ist die Determinante von A dann (vgl. Beispiel 6.15)
det(A) = sgn(e)on,yoau2) + sgn(l, 2)ar-(1)ar(2)
= 1-anaxn+ (1) apas
= Qg1 — a1 € R

(c) In R? seien Vektoren s; = (z1,y;1)" und sy = (22, y2)" gegeben. Wir
schreiben diese Vektoren in Polarkoordinaten, d.h. in der Form

1y = rycosfas) wnd 3y = 13 sinfes),

wobei 0 < oy < ay < 7/2 sei. Sei v = ay — ag der Winkel zwi-
schen (22, 15) und (x1,y;). Elementar-Geometrische Uberlegungen zei-
gen, dass die Fliache F' des von den Spaltenvektoren s; und sy aufge-
spannten Parallelogramms durch die folgende Formel gegeben ist

F = ryrysin(7y).
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Betrachte den Winkel «; zwischen s; und der z-Achse. Die Matrix

D::(am@ﬂh) —sﬁ(—aﬁ)

sin(—ay)  cos(—ay)

beschreibt die Drehung um den Winkel —a;. Es gilt det(D) = 1. Fiir

A== )

A *
DA = (O 9 sin(fy))

wobei (siehe Ubung) det(A) = det(D) det(A) = det(DA) = ryry sin(7).
Es folgt F' = det(A), d.h. die Determinante entspricht genau dem Vo-
lumen des durch die Vektoren aufgespannten Parallelogramms.

gilt also

Das obige Beispiel (c) suggeriert, dass die Determinante allgemein
eine ‘Volumenfunktion’ ist. Wir zeigen im folgenden, dass jede ‘abstrak-
te Volumenfunktion’ bis auf eine Konstante durch die Determinanten
gegeben ist. Wir beginnen mit elementaren Eigenschaften.

Fiir A € R™™ mit Zeilen zq, ...z, und Spalten si, ..., s, betrachten
wir im folgenden det(A) als eine Funktion der Zeilen bzw. Spalten

det(A) = faet(z1, -5 2n) = Gdet(S1, - -+, Sn)-
Lemma 10.5. Sei A € R™™". Dann gilt
(a) det(A) = det(AY),
(b) Fiirr,r" € R und zj, z; € R" gilt die Formel
Jaet (6,725 + 1725, %) = 1 faer (%, 25, %) 41 fae (%, 2, %)
(d.h. fir R = K ein Korper und j fest ist die Abbildung z; —
faet (215 -+ oy Zj=1, 25, Zj41, - - - 2n) linear).
(c) Ist z; = z; fiir ein i # j, so ist faet(21,.-.,2,) = 0.
(d) Die zu (b) und (c) analogen Aussagen fir gaet(S1, - - -, Sn) gelten.
Beweis. (a): Sei A" = (f3;;) mit 8;; = «j;. Nach Definition von A* ist
det(A") = > g s8n(T)Bir1) Brrn)
= Lres, SEUT)Ar)1 + Ar(nyn
-1

Wegen sgn(7)? = 1 ist sgn(7) = sgn(7)~! = sgn(77!). Da 7 eine Bijek-
tion ist gilt 7(i) = j genau dann, wenn i = 7~ 1(j) ist. Umordnung der
Faktoren (dies verwendet, dass der Ring R kommutativ ist) liefert

Ar()1 " Cr(n)yn = Q17-1(1) * " Cpr—1(n)-
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Also ist
det(A") = Z Sgn<7-71>0417——1(1) S Qpr-1(n) = det(A).
TESK
(b): Sei z; = (aj1, ..., aj,) und 2 = (afy, ..., a},). Dann gilt wegen

> res, SSUT)ir(r) - o (rayr() + 100 () - Qnr(n) =
=T s, SEN(T)Q1r1) - - - Qjr(j) - - - Anr(n)
+7r! ETesn sgn(7)ourq) - - '0‘3‘7(]’) oo Olnr(n)
die Formel faeq (%, 725 + 1725, %) = 7 faet (%, 2, %) + 1/ faes (%, 2}, %).
(c): Sei z; = z; mit @ < j und sei o = (4, 7). Dann ist S, = A, U A0
eine disjunkte Zerlegung und > ¢ => ., +> ., . Esfolgt
sgn () (X1r(1) - - - () + 88T ) (A1ro(1) - - - Anro(n))
sgn(7) (X1r(1) - - - Cnr(n)) — SEU(T) (Airo(1) - - - - Onmo(n))
sgn(ﬁ) (alﬂ(l) <o Qpr(n) — Ara(1) - - - Ongo(n) = 0
da wegen z; = z; auch Qiro(i) = Qin(j) = Qjr(j)-
(d): Folgt mit (a) aus (b) und (c). O
Definition 10.6. Sei R ein kommutativer Ring. Eine Abbildung
V:(R")"—R
ist eine abstrakte Volumenfunktion auf R" falls gilt:
(1) Fiir r,7" € R und 25,2} € R ist
V(x, 1z + r’z;, %) = 1V (%, zj, %) + 7'V (%, z}, *)
(2) Ist z; =2; € R*, i # j, soist V(z1,...,2,) =0.
e Nach Lemma 10.5(b)(c) definiert die Determinante eine abstrakte
Volumenfunktion fge : (R™)"” — R, (21,...,2n) = faet(21,- -+, 2n)-

Proposition 10.7. Fiir eine abstrakte Volumenfunktion V' auf R™ gilt
(a) Firi+# j undr € R ist
V(z, ooy zi+125,00 0 20) = V(21,000 Ziy oo, 20)
(b) FirT e S, ist
V(Zrys -+ Zrmy) = sg(T)V (21, - . . 2n)-

(c) Ist z; = (y1,..., Q) und sind eq, ..., e, die Vektoren in R™
mit 1 an der Stelle i und 0 sonst, so ist

Vi(z1,...,2,) = det(ag;)V(es,...e,).
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NB. Die letzte der obigen Aussagen besagt, dass jede abstrakte Volu-
menfunktion auf R" bis auf eine Konstante die Determinante ist:

V(z1y ooy 2n) = faer(21, -y 2n) - Ve, ... en) = faet(z1, -, 20) < €,
wobei ¢ = V(eq,...,e,) € R eine Konstante ist.

Beweis. (a): Folgt direkt aus den Eigenschaften (1) und (2) von V.
(b): Sei 7 = (4,7) mit i < j. Da V linear in jeder Komponente ist folgt
V(% 25, %, 25,%) + V(k, 25, %, 2,%) = V(%, 2, + 2, %, 2 + 2, %) =0
und die Behauptung gilt fiir eine Transposition. Eine beliebige Permu-
tation 7 € S, léasst sich 7 nach Lemma 9.9(b) als ein Produkt geeigneter
Transpositionen 7 = 7y - - - 73, schrieben. Setze p = 75 - - - 7. Induktion
(nach der Anzahl der Faktoren in einer solchen Zerlegung) liefert

V<zr(1)7 R z’r(n)) = V(’ZT1P(1)7 SO znp(n))
= sgn(7)V (2p01), - - - Zo(m))

sgn(7) sgn(p)Vi(z1, ..., 2p)
= sgn(m)V(z1,...,2)

(c): Sei z; =37, ayje; fiir i = 1,...,n. Danach (1) V' in jeder Kom-
ponente linear ist folgt

V(Zl,...,Zn) = Z Oéljl...OénjnV(ejl,...,ejn).

Taucht in einem solchen n-Tupel (ji,. .., jn) eine Zahl wiederholt auf,
so gilt nach (2) V(ej,,...,e;,) = 0. Damit sind die nicht-trivialen
Summanden in der obigen Summe genau diejenigen mit {j1,...,j,} =
{1,...,n}, und zu jedem solchen Summanden gibt es genau eine Per-
mutation 7 € S, mit j; = 7(¢). Mit (b) folgt so

V(21,3 20) = D res, QurD) - - - Onr(n) SEO(T)V (€1, .. ., €0)
= det(a;)V(er,...,en)

Lemma 10.8. Fir A, B € R™™ gilt det(AB) = det(A) det(B).

e Sei K ein Korper und A € K™, Dann ist A genau dann inver-
tierbar, wenn die Spaltenvektoren von A linear unabhéngig sind, also
genau dann, wenn det(A) # 0 ist. Insbesondere definiert det eine Ab-
bildung det : GL,(K) — K*; dies ist ein Epimorphismus.

e Seien z1,...,2, € R" und V eine beliebige abstrakte Volumenfunk-
tion. Dann gibt es eine Konstante ¢ € R, sodass

V(z1y- oo 2n) =€ faer(21, -, Zn)-
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Ist A € R™™ mit Zeilen zy,...,z,, und ist B € R" " eine weitere
Matrix, so hat AB die Zeilen 21 B, . . ., z, B und das obige Lemma besagt
V(1 B,...,z,B) = cdet(AB) = c-det(A) det(B) = V(zy,. .. 2z,) det(B),

d.h. det(B) ist der ‘Verzerrungsfaktor’ der Volumenfunktion V' bei An-
wendung von B.

Beweis. Seien zy, ..., z, die Zeilen von A. Betrachte die Abbildung
fB: (R = R, (z1,...,2n) = faet(21B, ..., 2z, B) = det(AB).

Wir zeigen, dass fg eine abstrakte Volumenfunktion auf R™ definiert.
Gilt dies, so gibt es nach Proposition 10.7 eine Konstante ¢(B) mit

fe(z1, ..y 2n) = faet(21, - -+, 2n)c(B) = det(A)c(B).
Ist speziell A = E,, die Einheitsmatrix mit den Zeilen e, ..., e,, so ist
det(B) = det(E,B) = fgle1, ..., e,) = det(E,)c(B) = ¢(B),
also ist ¢(B) = det(B) und det(AB) = fg(21,...,2,) = det(A) det(B).

Wir verifizieren die Eigenschaften einer Volumenfunktion: Sei z; = z;
fiir ein ¢ # j. Dann stimmen in AB die Zeilen z;B und z;B iiberein,
und nach Lemma 10.5(c) ist det(AB) = 0, also gilt

fB(21,. .., 20) = det(AB) = 0.

Sei A = (ay;) € R™" mit Zeilen 21, ..., z,, und sei 2} = (a}y,...,0%,).
Nach Lemma 10.5(b) gilt fiir B € R™" und r,r’ € R die Formel

B % B z B

det | (rz; +7'2;)B | =rdet | ;B | +1'det | 2B

ZnB an anu

also ist
[k rzy + 02 %) = (%, 25, %) + 1 f(*, 2}, %)
und fp definiert eine abstrakte Volumenfunktion. U

Wir kommen zur Berechnung von Determinanten.

Lemma 10.9. (Kdstchensatz) Seien B € R™™, C' € R™" und weiter
D e R™™, Setze k = m + n und betrachte die k x k-Matrix

A:(g g)
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Dann gilt: det(A) = det(B) det(C).
Beweis. Sei E; € R™! die Einheitsmatrix. Aufgrund der Darstellung
(5 e)-(2) (7 &)
D C) \D E, 0o C)’
geniigt es nach Lemma 10.8 die folgenden Identitdten zu beweisen

B 0 E, 0
det (D En) = det(B) und det ( 0 C’) = det(C)

Seien z1,...,z, € R" und sei C(z;) € R™™ die durch die Zeilen
Z1,. .., 2, definierte Matrix. Dann definiert die Abbildung

eine abstrakte Volumenfunktion auf R". Nach Lemma 10.7(b) unter-
scheidet sich h von der Determinatenfunktion nur um eine Konstante,
d.h. es gibt ein ¢ € R, sodass fiir jede Matrix C'(z;) gilt

h(z1,. . y2n) = ¢ faet(21, -y 2Zn)-
Ist C(z;) = E, die Einheitsmatrix mit den Zeilen e, ... e,, so folgt
1 =det(Eg) = h(er,...,en) = faet(€1,...,en) =c¢

und somit h(z1, ..., 2,) = faet(21, - - -, 2n). Dies zeigt
E, O
det ( 0 C) = det(C).

Die verbleibende Behauptung folgt analog: Fiir zy, ..., z, € R™ und
B(z;) € R™™ die Matrix mit Zeilen 21, . .., z,, definiert die Abbildung

k:(R™™ — R, (zl,...,zm)|—>det<D En)

eine abstrakte Volumenfunktion. Also gibt es ein ¢ € R, sodass

k(21 y2m) = ¢ faet(21, oy Zm)-
Der Fall B(z;) = E,, liefert ¢ =1 und es folgt

B 0
det (D En) = det(B).
U

Beispiele 10.10. (a) Sei K ein Korper und A, B,C, D € K™*™ mit
AC = CA. Wegen AC = C'A gilt dann die Identiét

(% 3) (2 5)= (0 anZes)
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Mit Lemma 10.9 folgt

C D
Gilt weiter det(A) # 0, so kann man durch det(A) teilen und erhélt

det(A) det (A B) _ det(A) det(AD — CB)

C D

d.h. die Determinante der 2n x 2n-Matrix auf der linken Seite dieser
Gleichung ist gleich der Determinante der n x n-Matrix auf der rechten
Seite.

(b) Seien A, B,C, D € K™ wie in (a). Gilt AC = CA, so kann man

zeigen

det (A B) =det(AD — CB),

A B
det (C' D) =det(AD — CB),

auch wenn det(A) = 0 ist. Fiir AC' # C'A gilt dies nicht: Betrachte

11 0 0
A:D:(O 1) unde—C’z(_1 0).

Es gilt det(A) = 1 und AC # CA. Direktes Nachrechnen zeigt weiter

A —C
det (C A ) =2 #1=det(A* + C?).

Wir geben abschliessend zwei allgemeine Methoden zur Berechnung
von Determinaten an.

L. Zeilenstufenform. Sei R = K ein Koérper und A € K™*". Nach Theo-
rem 7.4 gibt es Elementarmatrizen Ti,...,T;,S1,...,5 € K™, so-
dass A’ =Ty, ---T1AS; - -+ S) eine obere Dreiecksmatrix ist. Nach Defi-
nition haben alle Elementarmatrizen die Determinante 1 und Lemma
10.8 besagt, dass det(A’) = det(A) ist. Da A’ eine obere Dreiecksmatrix
ist, ist det(A’) das Produkt der Diagonaleintrige und leicht berechen-
bar.

Beispiel 10.11. Sei A € R3*3 die Matrix

1 -1 2
A=1|4 4 =2
2 0 2

Wie in Beispiel 7.5(a) ldsst sich A mittels elementarer Umformungen

in die Matrix
-1 2

10

1
A=10 8
0 0 1/2



80
tiberfithren. Es folgt det(A) =8 - (1/2) = 4.

I1. Laplace Entwicklung. Betrachte A = (ay;) € R**3. Sei A;; € R
die Determinante der Matrix, die aus A durch ersetzen der i-ten Zeile
durch die Zeile e; (mit 1 an der Stelle j und 0 sonst) entsteht, z.B.

0 1 0
A =det | ag; g ags

Q31 Q32 (33

Dies liefert n2 Elemente A;; von R. Sei A = (A4;;)" € R¥3. Dann ist

_ a1 2 g3 A Ay As

A- A= |ay axn o] - Ayg Ay A32

Q31 Qi3 (33 A1z Ags Asg

Dieses Produkt hat an der Stelle (1,1) den Ausdruck
1 0 0 0 1 0
oy -det | o o og | Fagg-det | o o g |+
Q31 (Qi3g (33 Q31 (Qi3g (33
0 0 1

+a13-det Qo1 Qigg Q93
Q31 Qi3 (33

Da die Determinante in einer Zeile linear ist, ist dies genau det(A).
Analog steht in dem Produkt A - A an den Stellen (2,2) und (3, 3) das
Ringelement det(A). An den Stellen (4, j) mit ¢ # j ist der Eintrag 0, da
nach Definition von A in diesem Fall der Eintrag die Determinante einer
Matrix mit zwei identischen Zeilen ist. Also ist A-A = det(A)-Ej3. Insbe-
sondere ist im Fall R = K ein Korper die Matrix A invertierbar genau
dann, wenn det(A) # 0, und in diesem Fall ist A~! = det(A)~1A. Wei-
ter ergibt sich eine explizite Moglichkeit fiir die Berechnung von det(A):
Die in der obigen Summe auftretenden Determinanten lassen sich nach
einer Vertauschung von Spalten mittels dem Késtchensatz 10.9 leicht
berechnen. Da eine solche Vertauschung 7 nach Lemma 10.7(c) die De-
terminante nur um sgn(7) éndert, folgt

det(A) = oy det (a22 a23) oy det (om a23) © g det (0@1 azz)

Q3p (33 Q31 (33 Q31 (32

Dies ist die Berechnung von det(A) mittels ‘Entwicklung nach der 1.Zei-
le’. Analog lisst sich die Determinante mittels Entwicklung nach einer
beliebigen Zeile oder Spalte berechnen.

Allgemein gilt:
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Definition 10.12. Sei A = (a;;) € R™", und sei A;; € R die De-
terminante der Matrix, die aus A durch Ersetzen der i-ten Zeile durch
e; =(0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der Stelle j entsteht, d.h.

all o« .. al] o« .. aln
Aj=det| 0 - 1 ... 0
&nl ... an] ... ann

Die Adjunkte A von A ist die Matrix (A;).

e Die explizite Berechnung von A fir A € R™™ erfordert die Berech-
nung von n? Determinanten.

e Sei A\ {ij} die Matrix, die aus A durch Streichen der i-ten Zeile und
der j-ten Spalte entsteht. Aus Lemma 10.7(b) und Lemma 10.9 folgt

Ay = (=1 det(A\ {ij}).

e Die Eintriage A;; lassen sich gleichwertig als die Determinante der-
jenigen Matrix definieren, die aus A durch Ersetzen der j-ten Spalte
durch e; = (0,...,0,1,0,...,0) mit 1 an der Stelle i entsteht.

Theorem 10.13. Sei A = (o;) € R™". Dann gilt:
(a) AA = det(A)E,, d.h. S0 ;A = dudet(A); ist k =i, so
ist 31y uijAij = det(A) (Entwicklung nach der i-ten Zeile).
(b) AA = det(A)E,, d.h. > i Ajiay, = i det(A); st k =i, so
ist 35y Ajiaj; = det(A) (Entwicklung nach der i-ten Spalte).
(¢c) Ist R = K ein Kdrper, so ist A genau dann invertierbar, wenn

det(A) # 0 ist. In diesem Fall ist A= = det(A)'A.
Beweis. (a): Das Produkt AA hat an der Stelle (i, k) den Eintrag

Z aijAkj = 5zk det(A)

J=1

Somit sind die einizgen nicht-trivialen Eintrdge von AA die Eintrage
det(A) auf der Diagonalen (i = k), und AA = det(A)E,.

(b): Analog mittels A;; als Determinante nach Spaltenvertauschung.
(c): Existiert A™!, so ist AA™! = E,,, und det(A) # 0 folgt aus

1 = det(E,) = det(AA™") = det(A) det(A™).
Ist umgekehrt det(A) # 0, so gilt nach (a) A™! = det(A4)A. O
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Beispiele 10.14. (a): Betrachte die Matrix mit reellen Eintrégen

A=

— o N
— — W

1
0
2
Nach Theorem 10.13(a) ist det(A) = Z;’:l a;;jA;;. Im Fall i =1 (Ent-
wicklung nach der 1. Zeile) ergibt sich die Formel
det(A) = &111411 + a12A12 + a13A13~
Wegen a1 = 1 folgt mit dem Késtchensatz 10.9

also ist ;3 A1; = 1 -3 = 3. Nachrechnen liefert 9412 =2 -2 = 4 und
a13A13 =3+ (—8) = —24. Also ist det(A) =3+4 —24 = —17.

Effizienter ist hier die Entwicklung nach der 1. Spalte (da der Eintrag
agy = 0 ist). Explizit:

11 4 1
(b): Fiir die Matrix

det(A) = 1-det (4 1>—|—2-det (2 3):1-(4—1)+2-(2—12):—17.

5 0 3 -1
13 00 4 Axd
A=1_124 2|€R
1 00 5
liefert Entwicklung nach den jeweiligen Spalten mit vielen Nullen
5 3 —1 3 4
det(A) =—-2-det [3 0 4 | =—-2-(=3)det (1 5) =6-11 = 66.
1 0 5



