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Aufgabe 1. Sei G eine Gruppe und seien N, M C G normale Untergruppen.
(1) Aus Aufgabe 2.2 (Ubungsblatt 3) wissen wir, dass

NM :={nm|ne€ N,me M}

eine Untergruppe von G ist.

Zeige: N M ist normal in G.

(2) Angenommen, NN M = 1.

Zeige: Fiir alle n € N und m € M gilt nm = mn.

Hinweis: Betrachte den Kommutator [n, m] := nmn~tm™~1.

Aufgabe 2. Seien G eine endliche Gruppe und o € Aut(G). Angenommen, dass

G
oG lalg) =g} > 5.
Zeige: a = idg.
Aufgabe 3. Seien n € N, 0 € S, eine Permutation und X = {1,2,...,n}. Die
Gruppe Z operiert auf X durch n.x = o™(z), wobei n € Z und = € X.
Seien X1, ..., X, k € N, die Bahnen dieser Operat1on mit |X;| = n;. Definiere
die folgenden Permutationen o; € S, firi =1, ..., k:

Ve e X, oi(z) = {

o(x), wenn z € Xj;
x, wenn r € X\X,.

(die Permutation o; ist wohl-definiert, da o(X;) = X;).

(1) Zeige: o; ist ein n;-Zyklus fiir alle i = 1, ...,k und 0, 0 0; = 0; 0 0; fiir alle i, j.

(2) Zeige: 0 = 010090 ... 0 Oy.

(3) Folgere, dass jede Permutation aus S,, ein Produkt von paarweise disjunkten
Zyklen ist.

Aufgabe 4. Seien G eine endliche Gruppe und H C G eine Untergruppe. Ange-
nommen, dass der Index von H gleich dem kleinsten Primteiler von |G| ist.
Zeige: H ist eine normale Untergruppe von G.

Hinweis: Betrachte die Operation von H auf G/H durch h.(¢H) = hgH, wobei
he H, geq@q.

Bemerkung: Ein Spezialfall dieser Aufgabe ist Aufgabe 1, Ubungsblatt 3.



