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Aufgabe 1. Sei p eine Primzahl. Zeige die folgende Gleichung in Z/pZ[X]
X'—-x= ][] X-a
a€Z/pZ
und folgere, dass (p — 1)! = —1 in Z/pZ.

Aufgabe 2. Seien K ein Kérper, n > 0 und ay,...,a, € K mit a; # a; fir
alle ¢ # j. Wir definieren V,, := {f € Klz]| deg f < n}, dies ist ein (n + 1)-
dimensionaler K-VR mit Basis 2* fiir i = 0, ..., n.

a) Sei

i = <1< n).
Ei(z) gai—a,- (0<i<n)
Zeige: Vf € V, gilt f=>"" 1 fla;)E;.
b) Zeige: Ey, ..., E, ist eine Basis von V/,.
c) Sei Eo, ..., B, die duale Basis zu Ey, ..., E,.
Zeige: Vf € V,, gilt Ei(f) = f(a;) (0<i<n).
d) Zeige: Vby,...,b, € K 3! f € V,, mit f(a;) = b; fiir alle 0 < i < n.

Aufgabe 3. a) Sei P(z) € C[z] ein Polynom vom Grad n.

Angenommen P(k) € Z fur alle £ = 0,...,n. Zeige: P ist ein Element von
Q[z] C Clz| und fiir alle k € Z gilt P(k) € Z.

Hinweis: Benutze Aufgabe 2.

b) Finde ein Polynom P(z) € Q[z] \ Z[z] sodass fir alle k € Z gilt P(k) € Z.

Aufgabe 4. Sei K ein Korper mit char K = 0 und sei f € K|z] ein Polynom
vom Grad n > 1 und f’ seine formale Ableitung. Zeige:

f'If <= [f=alx—x)" fiira,zp € K.

Aufgabe 5. Sei P € Z[X] ein normiertes Polynom vom Grad 2 oder 3.
Zeige: P ist irreduzibel in Q[X] genau dann wenn P keine Nullstelle in Z besitzt.



