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Aufgabe 1. Seien G eine Gruppe und ϕ, ψ : G → G definiert durch ϕ(g) = g2

und ψ(g) = g−1..
(1) Zeige: ϕ ist ein Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn G abelsch ist.
(2) Zeige: ψ ist ein Gruppenhomomorphismus genau dann, wenn G abelsch ist.
(3) Zeige: ψ : G→ Gop ist ein Gruppenisomorphismus.

Aufgabe 2. Seien X eine Menge, M die Menge aller Abbildungen von X nach
X und S(X) die Menge aller bijektiven Abbildungen von X nach X. Bezüglich
der Komposition ist M ein Monoid.
Zeige: S(X) =M∗.
Falls |X| = n <∞, was ist |S(X)|?

Aufgabe 3. Sei X eine Menge und sei für jedes x ∈ X ein Monoid (eine Gruppe)
Mx gegeben.
(1) Zeige: für jedes y ∈ X ist die Projektion pry :

∏
x∈XMx → My ein Monoid-

homomorphismus (Gruppenhomomorphismus).
(2) Sei A ein Monoid (eine Gruppe). Zeige: die induzierte Abbildung

Hom(A,
∏

x∈X
Mx)→

∏
x∈X

Hom(A,Mx) ,

ϕ 7→ (prx ◦ ϕ)x∈X ,
ist eine Bijektion, wobei Hom die Menge der Monoidhomomorphismen bezeichne.

Aufgabe 4. (1) Sei G eine Gruppe und Z(G) das Zentrum von G, wobei
Z(G) = {g ∈ G | gh = hg für alle h ∈ G} .

Zeige: Z(G) ist eine abelsche Untergruppe von G.
(2) Seien K ein Körper und n ∈ N.
Zeige: Z(GL n(K)) = {aEn ∈ GL n(K) | a ∈ K∗} , wobei En die Einheitsmatrix
ist.
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