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Aufgabe 130: (15 Punkte) Zeigen Sie, dass

l2(N) := {(xn)n∈N : xn ∈ C,
∞∑
n=1

|xn|2 <∞}

versehen mit
〈·, ·〉l2(N) : l2(N)× l2(N) −→ C

((xn)n∈N, (yn)n∈N) 7−→
∞∑
n=1

xnyn

einen separablen Hilbertraum bildet.

Aufgabe 131: (15 Punkte) Es sei λ̃ das Lebesguemaß auf R.

a) Zeigen Sie, dass
f : R −→ l2(N)

x 7−→
(

1√
n(n+1)(x2+1)

)
n∈N

λ̃−integrierbar ist.

Hinweis: Sie dürfen benutzen, dass für alle N ∈ N gilt:∫ N

−N

dx

1 + x2
= arctan(N)− arctan(−N).

b) Berechnen Sie

∫
R

fdλ̃.

Hinweis: Definieren Sie die Folge hm : R −→ l2(N)

x 7−→ gm(x) ·
(

1√
2
, ..., 1√

m(m+1)
, 0, ...

) 
m∈N

,

wobei (gm : R→ [0,∞[)m∈N eine Folge von B̃(R)-Stufenfunktionen mit 0 ≤ gm(x) � 1
1+x2

für alle m ∈ N und x ∈ R ist.

Aufgabe 132: (10 Punkte) Betrachten Sie die Funktionen

f : R3 −→ R und g : R3 −→ R
(x1, x2, x3) 7−→ x21 + x22 + x23 (x1, x2, x3) 7−→ 2x1 + 4x2 + 6x3 − 14

und zeigen Sie, dass sie sich im Punkt a := (1, 2, 3) berühren.
Lösungen in Zweier- / Dreiergruppen anfertigen und je Gruppe eine Lösung über
Moodle abgeben. Abgabe bis Mittwoch 17.01.24, 08:25 Uhr – vor der Übung.


