
Mathematisches Institut der Universität München 20.12.2023
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Aufgabe 127: (10 Punkte) Seien a, b ∈ R mit a < b, λ : B(R) → [0,∞] das Borelmaß auf R.
Wir betrachten die Funktionenfolgen (gn : R→ R)n∈N und (hn : R→ R)n∈N, die durch

g(x) :=

{
0 falls x ≤ 0

e−
1
x falls x > 0

,

gn(x) := g(nx),

hn(x) := gn(x− a) · gn(b− x)

definiert werden. Zeigen Sie, dass (hn)n∈N eine Folge messbarer Funktionen ist und berechnen

Sie lim
n→∞

∫
R
hn dλ.

Aufgabe 128: (15 Punkte) Betrachten Sie das Wahrscheinlichkeitsmaß

µ :=
∞∑
k=0

(
1− e−

1
α

)
e−

k
α δk

auf P(N0).

a) Sei f : N0 → [0,∞[ eine nicht-negative Funktion. Zeigen Sie, dass dann gilt:∫
N0

f dµ =
(

1− e−
1
α

) ∞∑
k=0

f(k)e−
k
α .

b) Sei g : N0 → C eine komplexwertige Funktion. Wann ist g µ-integrierbar? Falls g
µ-integrierbar ist, zeigen Sie, dass dann ebenfalls gilt:∫

N0

g dµ =
(

1− e−
1
α

) ∞∑
k=0

g(k)e−
k
α .

c) Sei

h : N0 −→]0,∞[

n 7−→ 1

n!
.

Zeigen Sie, dass das Integral

∫
N0

h dµ konvergiert, und berechnen Sie dessen Wert.
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Aufgabe 129: (15 Punkte) Es sei λ : B(R) → [0,∞] das Borelmaß auf R. Berechnen Sie die
Grenzwerte:

a) lim
n→∞

π
2∫

−π
2

n
√

cos(x) dλ(x),

b) lim
n→∞

1∫
−1

nex
2

1 + n
3
2

dλ(x).

Frohe Weihnachten und ein schönes Neues Jahr!

Lösungen in Zweier- / Dreiergruppen anfertigen und je Gruppe eine Lösung über
Moodle abgeben. Abgabe bis Mittwoch 10.01.24, 08:25 Uhr – vor der Übung.
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