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Tutoriumsblatt 12 zu Mathematik III fiir Physiker

Aufgabe 1:
Zeige, daf} die Funktionen fy : [0,27] — C ,k € Z ein Orthonormalsystem von L?([0, 27])
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bilden.
Aufgabe 2:

Es sei I # () und e; := (ejx)ker. Zeige, daB e;,j € I eine Orthonormalbasis von ?(I) bildet.

Aufgabe 3: Tschebyscheff-Polynome der ersten Art
Setzt man x = cos @ und betrachtet cos(ka) als Funktion in z, d.h. man definiert

Ti(z) := cos(k arccos ), xe[-1,1].
a) Beweise, daf diese Funktionen der Drei-Term-Rekursion
Tk(l’) = Ql’Tk_l(:L‘) - Tk_g({L‘) k > 2

mit den Startwerten Ty(x) = 1, Ty (z) = x geniligen (und dadurch kénnen wir Ty (x) fiir
alle x € R definieren.)

b) Beweise, dal Ti(z) ein Polynom vom Grad k ist.

c) Beweise, da8 T(x) gerade Orthogonalpolynome in L?([—1,1],p - d)\), also beziiglich des
Mafes, das mit dem Lebesguemaf$l A die Dichte p:] —1,1] [0, 00| hat.
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Aufgabe 3, Losung: Die beiden ersten Polynome Ty(z) = cos(0) = 1 und Ti(x) =
cos(arccosx) = x sind die Startwerte fiir die Drei-Terme-Rekursion. Da cos : [0, 7] — [—1, 1]
bijektiv ist, konnen wir x = cosa fiir x € [—1,1] schreiben. In die Definition von T}, einge-
setzt ergibt sich Tj(cos &) = cos(k arccos(cos av)) = cos(ka) fir k € Ny. Zur Vereinfachung von
20Ty (z) — Tg—1(x) = 2 cosacos(ka)) — cos((k — 1)) verwenden wir das Additionstheorem

B+

B -
5 —)

2

cos 3 + cosy = 2 cos( ) cos(

fiir den Kosinus und erhalten damit:
20Ty (x) — Tp—1(z) = 2 cos acos(ka)) — cos((k — 1)a) = cos((k + 1)) = Ti11(2),

was die Drei-Terme-Rekursion fiir Ty, auf [—1, 1] zeigt.

Ty, k > 0 ist ein Polynom vom Grad k; der fithrende Koeffizient ist 2571 fiir k > 1. Dies ist fiir
k=0,1 aus To(z) = 1 und T;(x) = = offensichtlich. Gilt diese Aussage aber fiir k < n, so folgt
aus der Drei-Terme-Rekursion:

Toyi(x) = 22T,(x) —Th—1(x) = 2x(2n_1m” + gn-1(2)) — Th—1(x) =
= 2nxn+1 + (21'(]n—1($) - Tn—l(x))

mit einem Polynom ¢,_1 vom Grad n — 1.
Mit der Substitution x = cos « geht T;,(x) iiber in cos(na) und dz = — sin ada. Damit berechnet
sich
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