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2. Ubungsblatt

Aufgabe 4: Konstruktion absolut stetiger Mafle (10 Punkte)

Es seien (X, A, 1) ein Mairaum und f eine [0, oo]-wertige A-messbare Funktion auf X. Mithilfe
der Definition

/fdu::/ Fladu firalle A A
A X

zeige man, dass die Funktion v : A — [0, co] definiert durch

v(A) ::/Afdu

ein weiteres Mafl auf (X,.4) ist, das absolut stetig beziiglich p im folgenden Sinne ist: Fiir alle
A€ Amit u(A) =0 folgt v(A) = 0. In Worten, jede p-Nullmenge ist eine v-Nullmenge.

Aufgabe 5: Unendliche Reihen von Maflen (10 Punkte)

Fir eine Folge (un)nen von Maflen auf einem messbaren Raum (X, A) zeige man die folgenden
Aussagen:

(a) Die Funktion p := > 0% iy, die punktweise durch p(A) = >0 un(A) fiir alle A € A
definiert wird, stellt ein Mafl auf (X, .A4) dar.

(b) Fiir jede A-messbare Funktion f: X — [0, 00| gilt:
dp = / dpby,.
/X fdu ; [ dn

Aufgabe 6: Unterscheidung von Mengen nach der Michtigkeit I1 (15 Punkte)
Es sei X eine iiberabzéhlbare Menge und A die o-Algebra aller Mengen A in X, so dass A oder
A¢ abzéhlbar ist.

(a) Man zeige, dass eine Funktion f : X — [0,00] genau dann A-messbar ist, wenn es eine
iberabzéhlbare Menge Ay € A gibt, so dass f auf Ay konstant ist.

(b) Fiir o €]0, 00| weise man nach, dass pq : A — [0, 00[ gegeben durch

0 falls A abzéhlbar,

o(A) =
pl4) {a falls A® abziihlbar

ein endliches Maf} auf (X,.A) ist, so dass jede [0, co[-wertige .A-messbare Funktion f auf
X stets pq-integrierbar ist. Zudem werte man [y f duq explizit aus.



