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Analysis mehrerer Variablen
5. Ubungsblatt

Aufgabe 13: Die Gamma-Funktion (10 Punkte)
In dieser Aufgabe betrachten wir die Gamma-Funktion I :]0, oo[—]0, co[ definiert durch

I['(z) ::/ t*Le=t dt.
0

a) Mit partieller Integration und einem Induktionsbeweis zeige man, dass I'(n) endlich ist
und bestimme diesen Funktionswert fiir alle n € N.

b) Man beweise, dass I" eine endliche und stetige Funktion ist, die I'(x 4+ 1) = zI'(x) fiir alle
x > 0 erfillt.

Aufgabe 14: Integraltransformationen mit Borelmaflen (10 Punkte)

Seien (X, A, ) ein o-endlicher Mafiraum und f : X — [0, 0] eine A-messbare Funktion. Fir
ein Borel-Ma$ v auf [0, o], also einem Maf} auf dem messbaren Raum

([0, 00[, B([0, 00[)),

das v(K) < oo fur jede kompakte Menge K in [0, co| leistet, zeige man

[ v, 5@ ptde) = [ e € X1 7@) > e} vid).
X 0

Aufgabe 15: Fliacheninhalt eines Teilstiicks einer Ellipse (15 Punkte)
Es seien o € [0,1]2 und 3 € [~1,1]2 mit ag < ag, f1 < B2, B2 > 0 und o2 + 32 > 1. Das Ziel
dieser Aufgabe ist es, den Flacheninhalt des Teilstiicks

Egbﬂ(r) = {(z,y) € [a1ar, asar] x [Bibr, Babr] | (x/a)? + (y/b)? < 2}

einer Ellipse mit den Parametern a,b,r > 0, die im 4. Tutoriumsblatt behandelt wurde, zu
berechnen. Dazu gehen wir in zwei Schritten vor:
a) Man lege dar, dass E;V’bﬂ (r) eine Borelmenge ist, und verwende das Cavalierische Prinzip,

um einen Zusammenhang zwischen )\Q(Eg‘f(r)) und dem Integral

B2
/ as AV1—zx2dx

1

herzuleiten.

b) Mit einer Fallunterscheidung berechne man | B’i > agAV1 — 22 dz und gebe damit eine Formel
fiir )\Q(Esf(r)) an. Wie reduziert sich die Formel im Fall «; = 51 = 0 und ay = 17



