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4. Ubungsblatt

Aufgabe 10: Beispiel einer Integralfunktion (10 Punkte)
Im Folgenden bezeichne A das Lebesgue-Maf§ auf R.
(a) Man zeige, dass die Funktion g : R — R, g(z) := W Lebesgue-integrierbar auf [0, oof

ist. Das heift, gl o[ ist A-integrierbar.

(b) Fiir eine Borel-messbare Lebesgue-integrierbare Funktion A : [0, co[— R beweise man, dass
die Funktion

[0,0[—= R, a+~ / e “h(z)dx
0
wohldefiniert und stetig ist, um damit den Grenzwert lim, o [~ e~ *"h(x) dz herzuleiten.
(c) Man berechne nun limg g [;° e *"g(x) dz.

Aufgabe 11: Beispiel einer Hilbertraum-wertigen Abbildung (10 Punkte)

Es bezeichne 1?(N) den separablen Hilbertraum aller reellen Folgen (z,,)nen, die 00 ; 22 < oo
erfillen, ausgestattet mit dem Skalarprodukt definiert durch

)
(€,y) = > Tayn.
n=1

Mit der von (-, -) induzierten Norm gegeben durch ||z|| := /{z, ) stellt /2(N) insbesondere einen
separablen Banachraum dar. Wir betrachten im Folgenden die Abbildung f : [-1,1] — [*(N)

gegeben durch
f() =2 7"z|V1—2?)pen.
Also, fiir jedes n € N ist die n-te Koordinatenfunktion f, : [-1,1] — R von f von der Form

fo(z) =27 x|V1 — 22 fir alle z € [—1,1].

(a) Man weise nach, dass f in der Tat all seine Werte in [?(N) annimmt. Es gilt demnach
f(z) € 12(N) fiir jegliches x € [1,1].

(b) Indem man fiir alle n € N zeige, dass f, Borel-messbar und die n-te Projektionsabbildung
7n 2 ’(N) = R, 2 + x,, Lipschitz-stetig ist, folgere man die Borel-Messbarkeit von f.

(¢) Man beweise, dass f Lebesgue-integrierbar ist, und bestimme das Bochner-Integral

[ 11 f(z)dz € I*(N)

koordinatenweise. Dazu kann die Abschitzung /> oo |zn]? < Y02 |2n|, die fir jede
reelle Folge (zp)neny mit D02 |z,| < oo giiltig ist, hilfreich sein.



Aufgabe 12: Konstruktion von Maflen auf metrischen Rdumen (15 Punkte)

Es seien (X, d) ein separabler metrischer Raum und a > 0. Der Durchmesser einer nicht-leeren
Menge A in X wird definiert durch

diam(A) := sup{d(z,y) | z,y € A} € [0, 0]

mit der Konvention diam({)) := 0. Zudem bezeichne U(A) das Mengensystem aller Folgen
(Un)nen von offenen Mengen in X, die A {iberdecken, also A C U, Uy, leisten.

(a) Fiir € > 0 weise man nach, dass die Funktion p. : P(X) — [0, co] definiert durch

pe(A) = inf{ Z diam(U,)“

neN

U e U(A): diam(U,,) < ¢ fiir alle n € N}

ein dufleres Mafl auf X ist, und charakterisiere dabei alle Mengen A in X mit p.(A) < oo.

(b) Man zeige, dass der Grenzwert lim. o p.(A) fiir alle A € P(X) existiert und die Funktion
i P(X) — [0, 00| definiert durch

p(A) = 1im ie(A4)

ein weiteres aufleres Mafl auf X darstellt.



