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Ernstfalltest zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 34: (H19T1A1)

a) Für c ∈ C und r ∈ R, r > 0 bezeichne ∂B(c, r) den Rand der Kreisscheibe mit
Mittelpunkt c und Radius r in der komplexen Ebene. Der Rand der Kreisscheibe
werde einmal entgegen dem Uhrzeigersinn, dh. in mathematisch positiver Richtung,
durchlaufen. Berechnen Sie die Integrale∫

∂B(20,19)

cos(z2 + 1)

z2 − 2019
dz und

∫
∂B(0,2)

sin(z)

(z − 1)3
dz

b) Berechnen Sie die Umlaufzahl/Windungszahl um Null für den Weg γ : [0, 2π] → C
t 7→ (cos(eit)2

.

Aufgabe 35: (H02T1A1)
Sei f eine holomorphe Funktion auf dem Gebiet G = {z ∈ C : |z| < 1 + ρ} mit ρ > 0 und

|f(eiθ)| = c für 0 ≤ θ ≤ 2π.

Es sei z = 0 eine einfache Nullstelle von f und f(z) 6= 0 für z ∈ G\{0}. Man zeige: Es
existiert ein c1 ∈ C mit |c1| = c, so daß f(z) = c1z für alle z ∈ G gilt.

Aufgabe 36: (H10T2A2)
Es sei E := {z ∈ C : |z| < 1} die offene Einheitskreisscheibe und f : E→ C eine holomor-
phe Funktion für die |f(0)| < 1 und |f(z)| ≤ 1 für alle z ∈ E gilt. Man zeige, daß dann
sogar |f(z)| < 1 für alle z ∈ E gelten muß.


