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Ubungen zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 1: (F03T3A4) Sei U C R x R™ offen, f : U — R™ stetig und in der zweiten Va-
riablen lokal Lipschitzstetig. Geben Sie die Definition des Begriffs der maximalen Losung
des Anfangswertproblems

y, = f(x,y), y({L‘()) = Yo (1)

an. Bestimmen Sie die maximale Losung des Problems (1) im Falle f(z,y) = x%y>.
Aufgabe 2: (FO8T3A4)

Man bestimme alle beschrankten Losungen der Differentialgleichung
v’ = 3(tw)? — 12t (2)

mit maximalem Definitionsbereich.

Aufgabe 3: (HOST1A5)

Zeigen Sie, dal jede auf ihren maximalen Derfinitionsbereich fortgesetzte Losung der
Differentialgleichung

y' = exp(y) - sin(y)

bereits auf ganz R definiert ist.
Aufgabe 4: (HO9T1A1) Fir die Differentialgleichung u/(z) = /1 — u(x)? bestimmen Sie

jeweils alle Losungen u : [0, co[— R zu den Anfangswerten
a) u(0) =1
b) u(0) = —1.
Aufgabe 5: (H03T2A4) Berechnen Sie die maximale Losung des Anfangswertproblems
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Aufgabe 6: (HO5T1A3) Gegeben sei das Anfangswertproblem
&= f(z), z(0) =0 (3)
mit f: R" — R"™. Welche der folgenden Aussagen sind korrekt?
a) f stetig differenzierbar = (3) hat eine eindeutig bestimmte Losung x : R — R™.
b) f stetig differenzierbar und z :] — 1, 1[— R" die maximal fortgesetzte Losung von
(3) = limsup|z(t)| = oco.
t—1
¢) (3) hat eine eindeutig bestimmte Losung auf einem Intervall | — 4, [ mit § > 0 = f
ist in einer Umgebung von 0 Lipschitz-stetig.

d) f beschriankt und lokal Lipschitz-stetig = (3) hat eine eindeutig bestimmte Lsung
z:R—R"



Die Antwort ist durch Hinweis auf entsprechende allgemeine Aussagen oder Gegenbeispiel
kurz zu begriinden.

Aufgabe 7: (H17T1A4) Gegeben sei das Anfangswertproblem
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r=——-  x(0)=c
14t (©)
wobei ¢ > 0 ein positiver Parameter ist.

a) Man zeige: Ist I ein offenes Intervall mit 0 € [ und ist ¢ : I — R eine Losung des
gegebenen Anfangswertproblems, so hat ¢ keine Nullstelle.

b) Man finde ein offenes Intervall I mit 0 € I und eine Losung ¢, : I — R.

¢) Man setze . zu einer maximalen Losung @. :|t7(¢),t"(¢)[— R fort. Wie lauten
die Entweichzeiten ¢~ (¢) und t*(c) und wie verhilt sich @.(t) fir t — t*(c) und
t—tT(c)?

Aufgabe 8: (H11T3A3)
Sei F:R? — R
(t,z) — e ¢
a) Berechnen Sie die partiellen Ableitungen von F.
b) Bestimmen Sie zu xy € R alle Losungen von

at?r + (2 + e ") =0, (1) = x0.

c) Zeigen Sie, daf jede Losung aus (b) maximal auf einem beschrinkten Zeitintervall
existiert und geben Sie das Randverhalten der Losungen an.

Aufgabe 9: (HO9T2A2) Gegeben sei die skalare Differentialgleichung
o' (22° + 21 + 2xt?) = —2t3 — 2%t
Man zeige, dafl jede Losung A : [ — R
a) beschriankt bleibt

b) nicht fiir alle Zeiten ¢ € R existiert.

Hinweis: Man finde ein geeignetes erstes Integral F' : R? — R.
Aufgabe 10: (F13T2A3)
Sei L € R. Wir betrachten das Anfangswertproblem

(1 —2?)y"(z) — 22y () + Ly(z) = 0,4(0) = 0,/(0) = 1 (4)
a) Zeigen Sie mittels Potenzreihenansatz y(z) = chxj , daB (4) eine Losung
7=0

y:] — 1, 1[— R besitzt.
b) Ist die Losung aus (a) auf | — 1, 1[ eindeutig bestimmt?

Hinweis zu (a): Bestimmen Sie zunéchst durch formale Differentiation der Potenzreihe die
Koeffizienten c;. Untersuchen Sie dann den Konvergenzradius der so definierten Potenz-
reihe. Fiir welche x € R ist die formale Differentiation nun gerechtfertigt?



