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Aufgabe 138: (10 Punkte)
Es sei (X,A) ein Meßraum, (µn : A → [0,∞])n∈N eine Folge von Maßen mit µn(A) ≤ µn+1(A)
für alle n ∈ N und A ∈ A. Zeige:

a) µ : A → [0,∞]
A 7→ µ(A) := lim

n→∞
µn(A) = sup{µn(A) : n ∈ N}

ist ein Maß.

b) Ist f : X → [0,∞] A−meßbar, so gilt

lim
n→∞

∫
X

fdµn =

∫
X

fdµ

Aufgabe 139: (10 Punkte)

a) Zeige: Für alle y ≥ 0 ist die Folge
((

1 + y
n

)n)
n∈N monoton steigend.

b) Es sei (X,A, µ) ein Maßraum und f : X → [0,∞[ A−meßbar. Berechne

lim
n→∞

∫
X

n ln

(
1 +

f

n

)
dµ

Aufgabe 140: (10 Punkte)

a) Es sei (X,A, ν) ein Maßraum und f : X → [0,∞] sei A−meßbar. Zeige, daß

µ : A → [0,∞]
A 7→

∫
X

f1Adν

ein Maß definiert.

b) Es sei nun konkret X = Z, A = P(Z) und ν das Zählmaß. Für f : Z→ [0,∞] sei µ das in

(a) definierte Maß. Berechne für g : Z→ [0,∞] das Integral

∫
Z

gdµ.

c) Es sei nun f(n) = e−|n|. Ist h : Z → R

n 7→

{
− (−1)|n|

|n| für n 6= 0

0 für n = 0

µ−integrierbar? Wenn

ja, so berechne
∫
Z
hdµ.

Aufgabe 141: (10 Punkte)
Es seien a, b ∈ R mit a < b und für n ∈ N sei fn : R → R

x 7→ arctan(n(x− a))− arctan(n(x− b))
.

Es sei M ∈ N und paarweise verschiedene y1, ..., yM ∈ R vorgegeben und

µ =

M∑
k=1

δyk : B(R)→ [0,∞]

die Summe der Deltamaße. Zeige, daß

lim
n→∞

∫
R

fndµ



existiert und berechne diesen Grenzwert.
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