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Aufgabe 123: (15 Punkte)
Es sei X ein R−Vektorraum. Eine Teilmenge K ⊆ X heißt konvex, wenn für alle x, y ∈ K auch
die Verbindungsstrecke

[[x, y]] := {x + t(y − x) : t ∈ [0, 1]} ⊆ K

in K enthalten ist. Ist K ⊆ X konvex, dann heißt eine Funktion f : K → R konvex, wenn

f((1− t)x + ty) ≤ (1− t)f(x) + tf(y)

für alle x, y ∈ K und t ∈ [0, 1] erfüllt ist. f : K → R heißt konkav, wenn −f konvex ist. Zeige:

a) K ⊆ X ist genau dann konvex, wenn für alle a, b ∈ K mit a 6= b ein Intervall Ia,b ⊆ R
existiert, so daß für ϕa,b : R → X

t 7→ a + t(b− a)
gilt:

ϕa,b(R) ∩K = ϕa,b(Ia,b).

b) f : K → R ist genau dann konvex, wenn für alle a, b ∈ K mit a 6= b die Funktion
f ◦ (ϕa,b|Ia,b) : Ia,b → R konvex ist.

c) Es sei I ⊆ R ein offenes Intervall und f : I → R differenzierbar. f ist genau dann konvex,
wenn f ′ monoton wachsend ist.

Aufgabe 124: (10 Punkte)
Sind y ∈ R und a > 0, so ist ay := ey ln(a) Zeige:

a) exp : R → R
x 7→ ex

ist konvex und ln :]0,∞[ → R
x 7→ ln(x)

ist konkav.

b) Ist p ∈]1,∞[ und 1
p + 1

q = 1, so gilt für alle x, y ∈ [0,∞[:

xy ≤ 1

p
xp +

1

q
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c) Für p ∈]1,∞[, 1
p + 1

q = 1 und x = (x1, ..., xd) ∈ Kd sei

‖x‖p := (|x1|p + ... + |xd|p)
1
p

dann ist ‖ · ‖p : Kd → [0,∞[ eine Norm und für x = (x1, ..., xd), y = (y1, ..., yd) ∈ Kd gilt:

d∑
k=1

|xkyk| ≤ ‖x‖p‖y‖q

Aufgabe 125: (15 Punkte) Zeige

a) Für alle x ∈]− 1, 1[ gilt

ln(1 + x) =

∞∑
k=1

(−1)k−1

k
xk

b) U := C([0, 1], ]0,∞[) ist offen in C([0, 1],R).

c) F : U → C([0, 1],R)
f 7→ ln ◦f

ist differenzierbar und die Ableitung

F ′ : U → L(C([0, 1],R), C([0, 1],R))

ist stetig.
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