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Aufgabe 152: (10 Punkte)

Es sei (X,A, µ) ein Maßraum, p, q ∈]1,∞[ mit p < q, t ∈]0, 1[ und
1

r
=

1− t
p

+
t

q
. Zeige: Ist

f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X), so ist f ∈ Lr(X) und

‖f‖Lr ≤ ‖f‖1−tLp · ‖f‖
t
Lq .

Aufgabe 153: (10 Punkte)
Es seien (X,A, µ) und (Y,B, ν) σ−endliche Maßräume und k : X × Y → C sei A⊗ B−meßbar.
Es seien p, q ∈]1,∞[ mit 1

p + 1
q = 1 und

Mp,∞ := sup


∫

X

|k(x, y)|qdµ(x)

 1
q

: y ∈ Y

 <∞.

Zeige daß durch

(Kf)(y) :=

∫
X

k(x, y)f(x)dµ(x)

eine beschränkte lineare Abbildung K : Lp(X) → L∞(Y )
f 7→ Kf

mit |||K||| ≤Mp,∞ definiert wird.

Aufgabe 154: (10 Punkte)
Es sei B(R) die Borel σ−Algebra auf R und λ : B(R)→ [0,∞] das Borelmaß.

a) Zeige, daß

ν : B(R) → [0,∞]

A 7→
∫
A

|x|
1 + x2

dλ(x)

ein Maß auf B(R) definiert.

b) Es sei gn : R → R

x 7→ |x|
(1 + x2)(1 + x2n)

. Zeige, daß lim
n→∞

∫
R

gn(x)dλ(x) existiert und

lim
n→∞

∫
R

gn(x)dλ(x) = ν(]− 1, 1[) = ln 2

gilt.

Aufgabe 155: (10 Punkte)
Es sei λ2 das Borel-Lebesguemaß auf R2. Zeige die Existenz und berechne den Grenzwert

lim
n→∞

∫
R2

|x|e−x2−iy

1 + y2n
dλ2(x, y)

Aufgabe 156: (10 Punkte)
Auf dem Hilbertraum `2(Z) ist der sogenannte Shiftoperator S : `2(Z) → `2(Z) definiert durch
(Sψ)(k) := ψ(k+1) für alle ψ ∈ `2(Z) und alle k ∈ Z. Berechne S∗ und zeige, daß S ein unitärer
Operator auf `2(Z) ist.



Aufgabe 157: (10 Punkte)
Wir betrachten den Maßraum ([−1, 1],B([−1, 1]), λ) und für n ∈ N0 die Funktionen

fn : [−1, 1] → R
x 7→ xn

.

a) Zeige: Es gilt fn ∈ L2([−1, 1]) für alle n ∈ N0.

b) Mittels des Gram-Schmidt-Verfahrens orthonormiere (f0, f1, f2, f3, f4).

Aufgabe 158: (20 Punkte)
Berechne die folgenden Integrale

a)
∫∞
−∞

1
x2+x+1

dx

b)
∫ 3
2

1
x ln(x) dx

c)
∫ 1
0 arctan(x) dx

d)
∫ 1
0 e(e

x+2x) dx

e)
∫ π

2
0 (cos3(x))

√
sin(x) dx

f)
∫ π

2
0

2
3+cos(x) dx
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