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Aufgabe 149: (10 Punkte)
Es sei d ∈ N, A ∈Md(R) eine selbstadjungierte Matrix, die nur strikt positive Eigenwerte besitzt
und 〈·, ·〉 das Standardskalarprodukt in Rd. Zeige:∫

Rd

e−〈x,Ax〉dλd(x) =
π

d
2√

det(A)
.

Aufgabe 150: (10 Punkte)
Es seien R0, R1 ∈ [0,∞] mit R0 < R1, ‖ · ‖ die euklidische Norm auf R3 und

KR0,R1 := {x ∈ R3 : R0 < ‖x‖ < R1}.

Eine Funktion g : KR0,R1 → C heißt rotationssymmetrisch, wenn es eine Funktion
g̃ :]R0, R1[→ C gibt, so daß g(x) = g̃(‖x‖) für jedes x ∈ KR0,R1 gilt. Zeige: Eine rotation-
ssymmetrische Funktion g : KR0,R1 → C ist genau dann λ3−integrierbar auf KR0,R1 , wenn
R1∫
R0

|g̃(r)|r2dr <∞ ist. In diesem Fall gilt:

∫
KR0,R1

gdλ3 = 4π

R1∫
R0

g̃(r)r2dr

Aufgabe 151: (20 Punkte)
Es sei 〈·, ·〉 : Rd × Rd → R das Standardskalarprodukt auf Rd, λd : B(Rd) → [0,∞] das Borel-

Lebesguemaß auf Rd und L1(Rd) :=

f : Rd → C : f meßbar ,

∫
Rd

|f |dλd <∞

. Zeige:

a) Für f ∈ L1(Rd) und k ∈ Rd existiert

f̂(k) :=
1

(2π)
d
2

∫
Rd

e−i〈k,x〉f(x)dλd(x)

und f̂ : Rd → C
k 7→ f̂(k)

definiert eine stetige Funktion mit

‖f̂‖∞ := sup{|f̂(k)| : k ∈ Rd} ≤ (2π)−
d
2 ‖f‖L1(Rd) := (2π)−

d
2

∫
Rd

|f |dλd

b) Ist f : Rd → C stetig differenzierbar und supp(f) := {x ∈ Rd : f(x) 6= 0} kompakt in Rd,

so gilt f,Djf ∈ L1(Rd) für alle j ∈ {1, ..., d} und |f̂(k)| ‖k‖→∞−→ 0.

c) Ist f : Rd → C stetig differenzierbar und supp(f) kompakt in Rd, so gilt

∂f̂

∂kj
(k) = −ix̂jf(k)

D̂jf(k) = ikj f̂(k)

d) Ist f ∈ L1(Rd) und h ∈ Rd, so ist τhf : Rd → C
x 7→ f(x− h)

∈ L1(Rd) mit (τ̂hf)(k) =

e−i〈k,h〉f̂(k)
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