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Aufgabe 142: (10 Punkte)
Es sei α ∈]0,∞[, (X,A, µ) ein endlicher Maßraum und (fn : X → C)n∈N eine Folge von
A − B(C)−meßbaren Funktionen mit |fn(x)| ≤ α für alle x ∈ X, n ∈ N. Für jedes x ∈ X
konvergiere die Folge (fn(x))n∈N und damit ist die Funktion f : X → C

x 7→ f(x) = lim
n→∞

fn(x)

definiert. Zeige, daß f µ−integrierbar ist und

a) lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0

b) lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

gilt.

Aufgabe 143: (10 Punkte)
Es sei (X,A, µ) ein endlicher Maßraum und (fn : X → C)n∈N eine Folge von µ−integrierbaren
Funktionen f : X → C eine A− B(C)−meßbare Funktion und es gibt ein N ∈ A mit µ(N) = 0
und

lim
n→∞

sup{|fn(x)− f(x)| : x ∈ X\N} = 0.

Zeige, daß f µ−integrierbar ist und

a) lim
n→∞

∫
X

|fn − f |dµ = 0

b) lim
n→∞

∫
X

fndµ =

∫
X

fdµ

gilt.

Aufgabe 144: (10 Punkte) Zeige, daß für alle α > 0 die Funktion

fα :]0,∞[ → R

x 7→ e−αx
(
sin(x)
x

)3
bezüglich des Borel-Lebesguemaßes λ integrierbar ist und daß die Funktion

F :]0,∞[ → R

α 7→
∫

[0,∞]

e−αx
(
sin(x)
x

)3
dλ(x)

stetig ist.

Aufgabe 145: (10 Punkte)
Es sei (X,A, µ) ein Maßraum mit µ(X) < ∞, I ⊆ R sei ein Intervall, ϕ : I → R sei stetig
differenzierbar und konvex. Zeige: Für jede µ−integrierbare Funktion f : X → R mit f(X) ⊆ I
und ϕ ◦ f : X → R µ−integrierbar gilt:

ϕ

 1

µ(X)

∫
X

fdµ

 ≤ 1

µ(X)

∫
X

ϕ ◦ fdµ
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