
Mathematisches Institut der Universität München 18.2.2019

Ferienblatt zu Analysis mehrerer Variablen
(Lehramt Gymnasium)

Aufgabe 46: (10 Punkte)
Es seien (X,OX) und (Y,OY ) hausdorffsche topologische Räume und f : X → Y eine Abbildung,
so daß die Menge

U(f) := {x ∈ X : f ist nicht stetig in x}

eine abzählbare Menge ist. Zeige, daß f Borel-meßbar ist.

Aufgabe 47: (10 Punkte)
Es seien I, J ⊆ R Intervalle. Zeige, daß jede monotone Funktion f : I → J Borel-meßbar ist.

Aufgabe 48: (20 Punkte)
Es sei

F :=
{ N⋃

k=1

]ak, bk] : N ∈ N, ak, bk ∈ R mit ak ≤ bk für alle k ∈ {1, . . . , N}
}
.

a) Zeige, daß F ein Mengenring ist.

b) Zeige, daß es genau einen Inhalt µ auf F gibt, so daß µ(]a, b]) = b− a für alle a, b ∈ R mit
a ≤ b gilt.

c) Zeige weiterhin, daß µ(A) <∞ für alle A ∈ F gilt und µ ein Prämaß ist.

Aufgabe 49: (15 Punkte)
Gegeben seien das Borelmaß λ : B(R) → [0,∞] mit λ(]a, b]) = b − a für alle a, b ∈ R mit
a ≤ b und die Funktionenfolgen (fn : R → R̂)n∈N und (gn : R → R)n∈N mit fn(x) := x2n und

gn(x) :=
n∑

k=1

1

k!
(x+ 1)k.

a) Zeige, daß die Funktionen f : R → R̂
x 7→ lim

n→∞
fn(x)

und g : R → R
x 7→ lim

n→∞
gn(x)

messbar

sind.

b) Gib das Bildmaß λ ◦ f−1 : B(R̂)→ [0,∞] explizit an.

c) Berechne λ ◦ g−1([1, 2]).

Mit den Punkten des Ferienblatts kann man das Übungspunktekonto nur verbes-
sern; die Zahl der benötigten Punkte (also 35% aus den ersten zwölf Blättern)
ändert sich nicht. Abgabe je Zweier-/Dreiergruppe eine Lösung bis Mittwoch 24.4.2019,
14 Uhr – im Übungskasten (Nummer 20) vor der Bibiliothek, Theresienstraße 1.
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