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Ubungsblatt 5 zu Mathematik I fiir Physiker
Wir betrachten

Q[X] := {p = Zaka :n € Ng,ag,a1,...,a, € Q} ,

k=0

wobei Elemente p = Zn:akX P Q[X] und ¢ = ile ! € Q[X] genau dann gleich sind, wenn
m =n und ag:bo,a1:: bi,...,a, = by, sind. =
Aufgabe 17: (10 Punkte)

a) Zeige, dafl

max{m,n}

<i aka) D (i lel> = Z (aj —i—bj)Xj
k=0 =0

j=0
(wobei apy1 = ... = ay = 0 fiir n < m bzw. b1 = ... = b, = 0 fiir m < n verwendet
wird) und
e (Z aka> = (Z()\ak)Xk)
k=0 k=0

zwei Abbildungen @ : Q[X] x Q[X]| — Q[X] und e : Q x Q[X] — Q[X] definieren, die
(Q[X], ®, ®) zu einem Q—Vektorraum machen.

b) Entscheide, welche der folgenden Mengen Untervektorrdume von Q[X] sind:
11
U= {Z%Xk a0, A1, ey Ay € Q+} ,Us == {ap + azsX? : ap, a2 € Q}
k=0
c) Bestimme
lin ({nX?":n € N})nlin ({X*": n € N})

Aufgabe 18: (10 Punkte)
a) Zeige, dal

n m n+m
<Zaka) * <Zlel> = Z Z apby | X7
k=0 =0 3=0 k=0,1,...,n

eine Abbildung * : Q[X| x Q[X]| — Q[X] definiert, die (Q[X], ®, *) zu einem kommutativen
Ring mit Eins macht.

b) Zeige am Beispiel p = 1+ X die Kiirzungsregel ¢; * p = g2 * p = ¢1 = ¢2 in Q[X].
Aufgabe 19: (10 Punkte)
a) Zeige: Fir (p1,q1), (p2, ¢2) € Q[X] x (Q[X]\{0}) wird durch
(p1,q1) ~ (p2,42) & P1* g2 = q1 * p2

eine Aquivalenzrelation auf Q[X] x (Q[X]\{0}) definiert.



b) Schreibe 2 := [(p,q)]~ fiir die Aquivalenzklasse von (p,q) € Q[X] x (Q[X]\{0}) in
K = Q[X]| x (Q[X]\{0})/~. Zeige: Durch

k k
pT _prs®rEg o
q s q*s

p T pxT
q s q*S

werden zwei Abbildungen + : K x K — K und - : K x K — K definiert, die (K, +,-) zu

einem Korper machen

Aufgabe 20: (10 Punkte) Sei

k=0 1=0

Ky = {z €K :p=) arX’ q=) X' €QX];an #0,bm # 0, anbp e@+}

K. = {2eK:pzz%X’“,q:Zblxle@[X];an¢0,bm¢o,anbmeQ_}
k=0 =0

a) Zeige: Ky, K_ und {0} bilden eine Zerlegung von K und durch
r<s:&=s—r:=s+(—r)ec KL U{0}

wird eine totale Ordnung < auf K definiert, die (K, +,-, <) zu einem geordneten Korper
macht.

b) Zeige: (K, <) ist kein archimedisch geordneter Kérper.
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