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ﬂ'bungen zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 18: (F23T1A5)

Fiir ein stetig differenzierbares Vektorfeld f : R — R" betrachten wir die Differential-
gleichung 2/ = f(z). Eine Erhaltungsgroe fir f ist eine stetig differnzierbare Funktion
E :R" — R, die entlang jeder Losungskurve dieser Differentialgleichung konstant ist.

a) Zeigen Sie: Ist E : R — R eine Erhaltungsgrofie fiir f, so auch fiir das Vektorfeld
x +— s(x) f(x) fir jede stetig differenzierbare Funktion s : R™ — R.

b) Es sei nun A eine reelle n x n—Matrix. Zeigen Sie: Ist E eine Erhaltungsgrofie
fir das Vektorfeld f(z) = Az und B eine invertierbare reelle n x n—Matrix, so ist
x — E(B7'x) eine Erhaltungsgrofe fiir das Vektorfeld g(x) = BAB 'x.

c) Es sei nun A eine reelle 2 x 2—Matrix mit den beiden reellen Eigenwerten \; = —1
und \; = 2. Zeigen Sie, daBf das Vektorfeld f : R?> — R? f(x) = Az eine nicht-
konstante Erhaltungsgrofie hat.

Aufgabe 19: (F23T2A5)

a) Zeigen Sie, daf alle maximalen Losungen des Differentialgleichungssystems

, Ly sin(t)
€T = _—
T+22+y 7
cos(t)
I — 34 7 .
Y T+22+g? "

fiir alle t € R definiert sind.

b) Essei g : R — R" lokal lipschitzstetig mit

wobei | - | die euklidische Norm auf R” bezeichne. Weiter sei z : [ — R"” mit 0 € [
eine maximale Losung des autonomen Systems

= —x+g(x).
(1) Es sei ¢ : I — R definiert durch o(t) := |z(t)|?. Zeigen Sie ¢'(t) < —p(t) fir
jedes t € 1.
(2) Zeigen Sie: I 2 [0,00) und z(t) — 0 fiir t — oc.
Aufgabe 20: (F23T3A1)
a) Zeigen Sie, daff das Anfangswertproblem
1

v’ =2tx?, x(2) = -3

eine eindeutige maximale Losung A : I — R besitzt, und bestimmen Sie diese.Geben
Sie insbesondere auch ihr Definitionsintervall I an.



b) Wir betrachten auf dem R? das System von Differentialgleichungen

¥ = —4yP + 4y
y = 42’ — 4z
(1) Zeigen Sie, daff die Funktion H :R* — R eine

(z,y) = H(z,y)=2"—22>+y' -2y
Erhaltungsgrofie des gegebenen Systems ist, dh. daf sie entlang jeder Losungskurve
konstant ist.

(2) Bestimmen Sie alle im abgeschlossenen ersten Quadranten liegenden stationdren
punkte des Systems und untersuchen Sie diese auf Stabilitat.



