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Ernstfalltest zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 25: (F22T1A4)
D :={z € C: |z] < 1} bezeichne die offene Einheitskreisscheibe.

a) Essei f:D\{0} — C eine holomorphe Funktion. Zeigen Sie, daf fiir das Residuum
der Ableitung f” im Nullpunkt Res(f’,0) = 0 gilt.

b) Es sei f eine in D holomorphe Funktion. Fiir die Ableitung f’ von f gelte die
Abschétzung

1 1
If'(z) — ze?| < §eRe(Z) fir alle z € D, |2| = 5

Begriinden sie, weshalb f dann nicht injektiv sein kann.
Aufgabe 26: (F16T1A1)

a) Finden Sie eine holomorphe Funktion f : C\{—1,1} — C, welche in den Punkten
—1 und 1 wesentliche Singularitdten mit den Residuen

Res(f,—1) =—1, Res(f,1)=1
besitzt. Ist f durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt?

b) Sei f die in (a) gefundene Funktion. Fiir « € [0, 00| sei v, der geschlossene Weg,
der die Punkte

24+ i, —2—i,—24i2— i, 2+ ai

in der angegebenen Reihenfolge durch Geradenstiicke verbindet. Fiir welche Werte
von « ist das komplexe Wegintegral

/ F(2)dz

definiert? Berechnen Sie das Integral fiir diese Werte von a.

Aufgabe 27: (HI5T3A1) Gegeben sei die Funktion

f:C\{0,-1,-1+i} — C
zZ =

z

(224 2)(z4+1—1)?

~(r) bezeichne den Weg entlang der Kreislinie mit Mittelpunkt 0 und Radius 7 > 0 mit
einem Umlauf in positiver Richtung. Bestimmen Sie fiir alle Werte r € R*\{1,1/2} den
Wert des Integrals

Wi(r):= /f(z)dz
(r)



