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Ernstfalltest zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 7: (F21T2A2) Entscheiden Sie, ob die folgenden Aussagen iiber alle holomor-
phen Funktionen f : G — C (G C C Gebiet) gelten. Bei richtigen Aussagen geben Sie
eine kurze Begriindung mit Nennung aller benutzten Satze an, bei falschen ein Gegen-
beispiel. Zur Erinnerung: Ein Gebiet ist eine nichtleere, offene und zusammenhéngende
Teilmenge von C.

a) Ist G = C und f beschrinkt, so ist f konstant.

b) Ist G = C\{0} und f beschrinkt, so ist f konstant.

d

)

c¢) Ist G die offene rechte Halbebene und f beschrinkt, so ist f konstant.
) Ist G ein beschrinktes Gebiet und hat f unendlich viele Nullstellen, so ist f konstant.
)

e) Ist G ein beschranktes Gebiet und hat f unendlich viele Nullstellen in einer kom-

pakten Teilmenge von G, so ist f konstant.
f) Ist G ein beschrénktes Gebiet, so ist f(G) beschrankt.

Aufgabe 8: (H13T3A4) Sei G C C ein beschrinktes Gebiet und f : G — C eine stetige
und nichtkonstante Funktion.

a) Die Einschrankung f|g von f auf G sei holomorph.
i) Zeigen Sie, d(f(G)) C f(OG). (Dabei bezeichnet OA := A\ A den Rand einer
Menge A C C.)
ii) Geben Sie ein Beispiel fiir ein derartiges G und f an mit 0(f(G)) € f(0G).

b) Geben Sie ein Beispiel fiir ein derartiges G und f an mit f|g unendlich oft reell
differenzierbar und 9(f(G)) € f(0G).

Aufgabe 9: (HI8T2A2)
a) (i) Zeigen Sie, daf die Reihe

6 =Y e )

n=1

absolut konvergiert fiir jedes z € R und die Funktion f : z — f(z), die so
entsteht, stetig auf R ist.

(ii) Geben Sie (ohne Beweis) die grofite offene Menge U C C an. so daB die
Funktion f durch (1) auf U definiert und dort holomorph ist.

b) Die komplexen Zahlen ay,...,a, (mit n > 1) erfiillen |a;| = ... = |a,| = 1. Zeigen
Sie, daB es einen Punkt z € C mit |z| = 1 gibt, so dal das Produkt der Abstédnde
zwischen z und q; fiir j = 1,...,n mindestens 1 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f(z) :== (2 —a1)--- (2 — ay).



