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ﬂ'bungen zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 28: (F19T2A2) Essei E:={z€ C: |z <1}und f:C — C
z b dzt 224 ef

a) Zeigen Sie, da§ f in {z € C: |z| < 1} genau eine einfache Nullstelle besitzt.

b) Zeigen Sie, dafl es fiir f|g : E — C keinen holomorphen Logarithmuszweig — also
kein holomorphes [ : E — C mit e'*) = f(2) fiir alle z € E — gibt.

c) Zeigen Sie, daf es fiir f|g keinen holomorphen Zweig der dritten Wurzel — also kein
holomorphes w : E — C mit (w(2))® = f(2) fiir alle z € E — gibt.

Aufgabe 29: (F19T2A5)

a) Gegeben sei die Menge A := {(z,y) € R?: 0 < 2|y| < = < 6}. Skizzieren Sie diese
Menge in einem kartesischen Koordinatensystem und berechnen Sie den Wert des
Integrals [[(z — y)*dzdy.

A

b) Gegeben sei die Funktion f: D — C, z — H%’ wobei der Definitionsbereich durch
D := {z € C: |z| > 1} definiert werde. Berechnen Sie den Wert des Integrals
f7 f(2)dz mit v : [-m, 7] — C, t — 2¢". Entscheiden Sie mit Begriindung, ob f

eine holomorphe Stammfunktion auf D besitzt.
Aufgabe 30: (HO3T3A2)

a) Zeigen Sie, daf3 alle Nullstellen des Polynoms P(z) = 32% + z + i in der offenen
komplexen Einheitskreisscheibe liegen.

i+00 .
b) Berechnen Sie das Integral / ;P
) 3B+

c) Sei D:={ze€C:|z| > 1}\{zr € R: 2 < 0}. Gibt es eine holomorphe Abbildung
h: D — C derart, dal P(z) = e fiir alle z € D gilt?

Aufgabe 31: (H11T1A3)

n

a) Essel P(z) := Zakzk mit a, # 0 ein Polynom vom Grad n > 1 und m € {1,...,n}.
k=0
Fiir ein r» > 0 gelte:

n

> lalrt < 2fam|r™.

k=0

Zeigen Sie, dafl P genau m Nullstellen in {z € C : |z| < r} und genau n — m
Nullstellen in {z € C : |z| > r} hat (jeweils mit Vielfachheiten gezihlt). Belegen
Sie durch ein Beispiel, dafl dies im Allgemeinen falsch ist, wenn man nur

n
Z lag|r® < 2]am|r™
k=0

voraussetzt.



b) Zeigen Sie, daB

d
/z5+1222+z /z5+1222—|—zz

|2|=2 =1
gilt. (Hinweis: Wenden Sie (a) an.)
Aufgabe 32: (F12T1A3) Es sei U := {z € C : |z| < 3}. Zeigen Sie, daf} es eine
holomorphe Funktion h : U — C mit
h) — 1 4 5 4 10

fiir alle z € U gibt.
Aufgabe 33: (F21T3A2)

sin(mz)

a) Bestimmen Sie den Wert des komplexen Kurvenintegrals /

N
Kurve v:[-3,3] — C
t > e

b) Es sei G := {z € C: 2 < |z] < 4}. Zeigen Sie: Es existiert eine holomorphe
Funktion h : G — C derart, daf

z+1

fiir jedes z € G gilt.



