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Aufgabe 37: (10 Punkte) Fiir a € C bezeichne ~y, : [0, 27] C . Bestimme den
a

Wert des komplexen Wegintegrals
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fir alle @ € C mit |a| # 2.

Aufgabe 38: (15 Punkte)
1

(z4+2)3(22+ 1)
Bestimme den Konvergenzbereich der gefundenen Laurentreihe.

a) Finde die Laurentreihenentwicklung der Funktion f(z) = um zp = —2.

b) Essei v:[0,2nr] — C . Berechne das Integral /f(z)dz
t o= 142" )

Aufgabe 39: (15 Punkte)

Bestimme fiir die folgenden Funktionen f im Punkt a die Art der Singularitat von f in a. Gib
bei hebbaren Singularititen den Grenzwert von f, bei Polen den Hauptteil und bei wesentlichen
Singularitaten das Residuum an.

a) f:C\{xi} — C und a =1
23 — bz 461
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b) f:C\2miZ — C und a = 27i
1
z
e* —1

c) f:C\{0} — C und a = 0.
z + cos()

Aufgabe 40: (15 Punkte)

a) Finde eine holomorphe Funktion f : C\{-1,1} — C, die in den Punkten —1 und 1
wesentliche Singularitdten mit den Residuen

Res(f,—1) = —1, Res(f,1)=1
besitzt. Ist f durch diese Eigenschaften eindeutig bestimmt?

b) Sei f die in (a) gefundene Funktion. Fiir a € [0, 00] sei 7, der geschlossene Weg, der die
Punkte

24+ ai,—2—1,—2+14.2 — 1,2+ ot

in der angegebenen Reihenfolge durch Geradenstiicke verbindet. Fiir welche Werte von «
ist das komplexe Wegintegral
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definiert? Berechne das Integral fiir diese Werte von a.



Aufgabe 41: (15 Punkte)

a) Es sei n € N. Bestimme die Lage und die Ordnung der Pole der meromorphen Funktion

1(z) = 1—:2"'

b) Zeige, daB fiir n > 2 gilt:
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Hinweis: Betrachte das Wegintegral / dz fiur den geschlossenen Weg +, der von 0

5
in gerader Linie nach R, von dort auf dem Kreissegment nach Re » und von hier aus in
gerader Linie wieder zuriick nach 0 verlauft.

1+ 2zn

Aufgabe 42: (10 Punkte)
a) Zeige, dafl die Gleichung
z+e *=2021
in der Halbebene {z € C: Re(z) > 0} genau eine Losung besitzt.

b) Zeige, dafl diese Losung reell ist.

Aufgabe 43: (10 Punkte) Gegeben sei die Funktion f:C\{0} — C

z+1
zZ = P

a) Bestimme das Bild der Einheitskreislinie unter f.
b) Bestimme das Bild der punktierten offenen Kreisscheibe {z € C: 0 < |z| < 1} unter f.

Aufgabe 44: (15 Punkte) Entscheide bei welchem der drei Paare von offenen Teilmengen
von C es eine biholomorphe Abbildung zwischen den beiden Mengen gibt:

a) C\{2} und E:={z€C:|z| <1}
b) C\] —00,0] und H:={z € C: Re(z) > 0}
c) S:={z€C:—-1<Im(z) <1} und C.

Aufgabe 45: (10 Punkte) Es sei 2 # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, es seien
a,b € Q mit @ # b und es seien f : Q@ — Q und g : 2 — Q biholomorphe Abbildungen mit

f(a) = gla) und £(b) = g(b). Zeige f = g.
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