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I"Jbungen zum Staatsexamen: Analysis

Aufgabe 21: (FO8T1A3) Essei f:C\{-1,1} — C
Z + sin (ﬁ)

a) Von welchem Typ sind die Singularitdten bei —1 und 17

b) Es seien Z a;(z —1)7 und Z b;(z + 1)’ Laurententwicklungen von f. Zeigen
p— j=—o0
Sie
b; = (=1)a; fiiralle j €Z

ohne die Koeffizienten zu berechnen.

c¢) Beweisen Sie [ f(z)dz = 0.

|2|=2

Aufgabe 22: (FO9T3A5) Sei f : C — C holomorph und injektiv. Zeigen Sie, daf} f eine
nicht konstante affine Funktion ist, dh es gibt a,b € C mit a # 0 und f(z) = az + b fiir
alle z € C.

Hinweis: Untersuchen Sie die Art der Singularitat von f in oo.

Aufgabe 23: (F14T3A2) Es seien f : C\{i} — Cund g : C\{i} — C holomorph, f habe
in ¢ einen Pol und fiir alle n € N gelte

()=o)

Zeigen Sie: Entweder ist f = g oder es gibt eine Folge (z,)neny in C\{i} mit lim z, =i =
n—oo

lim g(z,).

n—oo
(Hinweis: Untersuchen Sie den Typ der Singularitdt von g im Punkt i.)

Aufgabe 24: (F18T3A3) Es sei f:C\{i,—i,0} — C .
(z+49* 1
Z m +e =
(a) Bestimmen Sie fiir jede der isolierten Singularitdten von f den Typ und geben Sie
den Hauptteil der Laurentreihenentwicklung in einer punktierten Umgebung fiir jede
der isolierten Singularitaten an.

(b) Zeigen Sie, daf f eine Stammfunktion auf C\{i, —i,0} besitzt.



