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Ubungen zum Staatsexamen: Analysis
Aufgabe 13: (H18T2A2)
a) (i) Zeigen Sie, daf die Reihe

f&) =3 55 ¢

absolut konvergiert fiir jedes z € R und die Funktion f : z — f(2), die so
entsteht, stetig auf R ist.

(ii) Geben Sie (ohne Beweis) die grofite offene Menge U C C an. so daf die
Funktion f durch (1) auf U definiert und dort holomorph ist.

b) Die komplexen Zahlen ay, ..., a, (mit n > 1) erfiillen |a;| = ... = |a,| = 1. Zeigen
Sie, daB es einen Punkt z € C mit |z| = 1 gibt, so dal das Produkt der Abstédnde
zwischen z und q; fiir j = 1,...,n mindestens 1 ist.

Hinweis: Betrachten Sie die Funktion f(z) :== (z —ay)--- (2 — ay).

Aufgabe 14: (H18T2A1)

Betrachten Sie die Funktionenfolge (f,)nen gegeben durch f, :R — R
x2n

v 14 z2n

a) Zeigen Sie, dafl (f,,)nen auf R punktweise konvergiert und bestimmen Sie die Grenz-
funktion f: R — R.

b) Zeigen Sie, daB (f,)nen nicht gleichméfBig auf R gegen f konvergiert.

c) Seige [0,1]und A= {x € R: |z| < q}. Zeigen Sie, daB (f,)nen auf A gleichméBig
gegen f konvergiert.

n

1
Aufgabe 15: (F10T2A3) Sei f,, : C\Z — C definiert durch f,(z) := E p—y Zeigen
2
k=—n

Sie, daf§ durch f(z) := lim f,(z) eine holomorphe Funktion f : C\Z — C definiert wird.
n—oo

Aufgabe 16: (H14T1A2)

a) Definieren Sie den Begriff der gleichméfligen Konvergenz fiir Folgen und Reihen von
komplexwertigen Funktionen auf einer Teilmenge von C.

b) Essei E:={2€ C:|z| <1} und f : E — C sei holomorph mit f(0) = 0.

i) Zeigen Sie, dafl die Reihe Z f(z") auf jeder in E enthaltenen kompakten
n=1
Menge gleichméafig konvergiert.

ii) Zeigen Sie, daf} die Reihe Z f(2") i.A. nicht gleichméfig auf E konvergiert.
n=1



