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Ubungsblatt 10 zu Funktionentheorie, Lebesguetheorie und
gewohnliche Differentialgleichungen (LA Gymnasium)

Aufgabe 86: (15 Punkte)

a) Es sei
7 :[0,270] — C
t +— t—sin(t) +i(1 — cos(t))
v2:[0,20] — C
t — t—sin(t) —i(1 — cos(t))

und 7 := 71 +(—2). Berechne
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b) Zeige, da durch f(™(0) = 2" fiir n € Ny eine analytische Funktion f : C — C definiert
wird.

c) Es sei v der Weg aus b). Berechne damit
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d) Berechne fir n:[0,47] — C das Integral / &
t o= i 3e p ¢

Aufgabe 87: (15 Punkte)

a) Sei f: C — C holomorph und es gibt ¢ € C mit exp(f(z)) = c fur alle z € C. Zeige, daf} f
konstant ist.

b) Sei g : C — C holomorph und (a,b) € R?\{(0,0)}, so daB8 almg + bReg : C — R nach
oben beschrinkt ist. Zeige, dal g konstant ist.

c) Bestimme alle holomorphen h : C — C mit h(z) # = fiir alle z € C und |h(z) — 7| > 1 fiir
alle z € C mit |z — 2| > 1.

Aufgabe 88: (10 Punkte)
Esseip>0,U:={2€C: |z <1+ p}und f:U — C analytisch mit:

e 0 ist eine einfache Nullstelle von f
f(2) # 0 fiir alle z € U\{0}.
e Es gibt ein ¢ €]0, 0o mit |f(2)| = ¢ fiir alle z € C mit |z| = 1.
Zeige: Es gibt ein b € C mit |b| = ¢, so daB f(z) = bz fiir alle z € U gilt.

Aufgabe 89: (10 Punkte)
Sei G C C ein beschriinktes Gebiet, G der Abschlufl von G, G der Rand von G und f : G — C
eine stetige und nichtkonstante Funktion.

a) Zeige: Ist die Einschréinkung f|s von f auf G holomorph, so gilt: 9(f(G)) C f(0G).
b) Gib ein Beispiel fiir ein derartiges G und holomorphes f|g mit 9(f(G)) # f(9G) an.

c) Gib ein Beispiel fiir ein derartiges G und f mit unendlich oft reell differenzierbarem f|g
und O(f(G)) € f(0G) an.
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