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Ubungen zum Staatsexamen: Analysis
Aufgabe 19: (HO3T3A2)

a) Zeigen Sie, daf alle Nullstellen des Polynoms P(z) = 3z + z + ¢ in der offenen
komplexen Einheitskreisscheibe liegen.

i+00 .
b) Berechnen Sie das Integral / e—,dz
) 3B+t

c) Sei D :={z¢€ C:|z] > 1}\{z € R: z < 0}. Gibt es eine holomorphe Abbildung
h: D — C derart, dal P(z) = e"? fiir alle z € D gilt?

Aufgabe 20: (HO1T3A5)
Es seien

Dy ={ze€C:|z| <1}, Dy={2€C:lz—1|<1}, D3y={z€C:|z| >1}.

Fiir welche j € {1,2,3} gibt es eine auf D, holomorphe Funktion f; : D; — C mit
(fi(2))? = 2% — 1 fiir alle z € D;?

Aufgabe 21: (F18T2A1)
a) Wir betrachten die beiden Gebiete
O ={z=2+4+iyeC:2>0,y >0}
und
L ={z=04+iyeC:zeR,0<y<1}
(1) Zeigen Sie, dafi eine biholomorphe Abbildung f : Qs —  existiert.
(2) Geben Sie eine solche Abbildung explizit an.
b) Bestimmen Sie die Anzahl der Nullstellen (mit Vielfachheiten) des Polynpms
AT 4362° + 712+ 22— 241
in dem Kreisring K;2(0) = {z € C: 1 < |z| < 2}.

Aufgabe 22: (FO3T1A5) A A
Sei C = CU {oo} die kompaktifizierte komplexe Ebene und sei f : C — C die durch
f(2) := %= gegebene gebrochen-lineare Funktion.

a) Bestimmen Sie die Fixpunkte von f, die Umkehrabbildung f~! und die Bilder bzw.
Urbilder von 0, 1,7 und oc.

b) Skizzieren Sie das Bild der rechten Halbebene {z € C : Re(z) > 0}, der oberen
Halbebene {z € C : Im (2) > 0} und des offenen Einheitskreises {z € C : |z| < 1}
unter der Abbildung f.



Aufgabe 23: (F09T1A1)
Gegeben sei die Funktion f:C\{0} — C

z+1
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a) Man bestimme das Bild der Einheitskreislinie unter f.

b) Man bestimme das Bild der punktierten offenen Kreisscheibe {z € C: 0 < |z| < 1}
unter f.

Aufgabe 24: (H11T1A2)
Es sei 2 # C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet, es seien a,b € 2 mit a # b und
es seien [ : Q — Q und g : Q@ — Q biholomorphe Abbildungen mit f(a) = g(a) und

f(b) = g(b). Zeigen Sie f = g.

Aufgabe 25: (H13T2A1)
Betrachten Sie das Gebiet

1 1
G := C:lzl <1, |z—=] > =}
Geben Sie eine biholomorphe Abbildung von G auf die Einheitskreisscheibe
E:={weC:|w <1}

an. Hinweis: Bilden Sie zunidchst G mit einer Mobiustransformation auf den Streifen
S:={2¢€ C:0 < Im(z) < m} ab und nutzen Sie dann die Exponentialfunktion.

Aufgabe 26: (H13T3A5)
Sei GG C C ein einfach zusammenhéngendes Gebiet und sei zy € G. Ist die Menge

{f'(20) : f: G — G holomorph, f(z) = 29}

beschrankt? Unterscheiden Sie dabei die Fille G = C und G # C.
Aufgabe 27: (F18T2A4)

Betrachten Sie das Anfangswertproblem

Y'(z) = sin(z)y/1+4y(x), y(0) =yo

zu Anfangswerten yo € —1, 00].

a) Geben Sie eine moglichst grofie Menge von Anfangswerten an, fiir die das Anfangs-
wertproblem lokal eindeutig l6sbar ist. Begriinden Sie, warum in den entsprechenden
Anfangswerten lokale Eindeutigkeit der Losung vorliegt.

b) Geben Sie fiir Anfangswerte, fiir die eindeutige Losbarkeit nicht gegeben ist, zwei
verschiedene Losungen an.



