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3 Integration banachraumwertiger Funktionen

Definition 3.1. Es sei (X, A, p) ein vollstindiger, o-endlicher Mafiraum und Y ein Ba-
nachraum. Eine Funktion f: X — 'Y heifit y-einfach, wenn

e f(X) eine endliche Menge ist.
o Fiirjedesy €Y ist f1({y}) € A.
o u(f7H(Y\{0})) < oo.

EF(X,p1,Y):={f: X =Y : [ ist u-einfach }

bezeichne die Menge aller p-einfachen Funktionen. f : X — Y heifit y-meflbar, wenn es
eine Folge (fu)nen in EF (X, 1, Y) gibt, so daff f(z) = lim f,(x) fir p-fast alle x € X
n—oo

qgilt.
Lo(X, 1, Y):={f: X =Y : [ ist u-mefbar}

f X =Y heifit u-fast separabelwertig, wenn es eine pu-Nullmenge N € A gibt, so
daff f(X\N) CY separabel ist (dh. daf$ es eine abzdihlbare, dichte Teilmenge von f(X\N)

gibt.)

Satz 3.2. Es sei (X, A, pn) ein vollstindiger, o-endlicher Mafraum, Y ein Banachraum
und f: X —Y eine Abbildung, dann sind dquivalent:

a) f: X =Y ist u-meflbar
b) f: X =Y ist A— B(Y)-mefSbar und u-fast separabelwertig.

Beweis.

a)=b) Essei f: X — Y p-meBbar, dann gibt es nach Definition eine p-Nullmenge N € A
und eine Folge g, : X = Y in EF(X, 1, Y) mit f(z) = lim g,(z) fir alle z € X\ N.
n—oo

o W .= U gn(X) ist als abzdhlbare Vereinigung endlicher Mengen eine abzéhl-

neN
bare Teilmenge von Y und wegen f(z) = lim g,(z) fir alle z € X\N ist
n—oo

f(X\N) C W in der separablen Teilmenge W von Y enthalten.
e FEssei U CY offen und fiir n € N setze

1 1
U =y € U dist(y, Y\U) > } = (dist (- Y\U) (], o0,
dann ist U,, als Urbild des offenen Intervalls ]%, oo[ bei der gleichméaBig stetigen

Abbildung dist(-, Y\U) wieder offen. Es ist U,, C U, denn fiir y € U, gibt es
eine Folge (yi)ren in U, mit y = klim Y, dh. dist(y, Y\U) > + und somit ist
—00
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yeU={weY :dist(w,Y\U) > 0}, denn da Y\U abgeschlossen ist, ist
w € Y\U équivalent zu dist(w, Y\U) = 0. Dies zeigt aulerdem

U=|]JU.

neN

und wegen U; C Uy C ... ist fiir x € X\N und f(z) = lim g¢,(z) genau dann
n—oo

f(z) e U, wennes N = N(z), M = M(N(z)) € N gibt mit gi(x) € Uy fiir alle
k > M, woraus

O @EWN) = | () 67 U N (X\N) (3.1)

m,neEN j>m

folgt. Da g; eine p-einfache Funktion ist, gilt

g (U) =g Unng (X)) =" |J g'{yheA

yeUnNg; (X)

als endliche Vereinigung meBbarer Mengen. Da X vollstdindig ist, sind
N, X\N € Aund damit g; ' (U,) N (X\N) € A, also nach (3.1) auch f~(U)N
(X\N) e A. f7H(U)N N C N und da (X, A, p) vollstiindig ist, gilt f~1(U) N
N e A, also f71(U) = (fFHU)NN)U(fHU)N(X\N)) € A, dh. f7H(U) e A
fir jedes U € Oy und da Oy ein Erzeugendensystem von B(Y') ist, ist f
A — B(Y)-mefibar.

b)=-a) Es sei f A — B(Y)-mefbar und u-fast separabelwertig.

o Es sei u(X) < oo, N € A mit u(N) = 0 und f(X\N) sei separabel.
{yr : k € N} sei eine abzahlbare, dichte Teilmenge von f(X\N), dann ist
fiir jedes n € N

1
F(X _ -1 1y
\N) € | J K( yk, md X =NU{Jf (K (g, -))
keN keN

Da f mef3bar ist, gilt

an = f_l (K (yb%)) € A

fiir alle (k,n) € N%. Da p o-stetig von unten ist und p(X) < oo vorausgesetzt

ist, gibt es M = M (n) € N, so da8 fiir Z,, := U X gilt p(X\Z,) < 27D,
k=1
Durch
Wl,n = Xl,n

: : -
Wk,n = Xk,n\ <U Xj,n>
j=1
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ist eine Folge (Wj ,,)ken von mefibaren, paarweise disjunkten Mengen gegeben

und

o X — Y

N { yp furz e Wy, 1 <k < M(n)
0 sonst
definiert eine Folge von p-einfachen Funktionen mit ||, (z) — f(z)|| < & fiir
alle x € Z,. Die Folge (V,,)pen mit V,, := U 7, ist absteigend mit
k=n
p(Va) <> u(Z) <27
k=n

und daher ist V := ﬂ V., wegen der o-Stetigkeit von p von oben eine

neN
p-Nullmenge. 1, := 1x\v, ¢, definiert eine Folge von p-einfachen Funktionen.

Fir z € X\V = U(X\Vn) gibt es wegen X\V; D X\V3 D ... ein m € N mit

neN
x € X\V, fir alle n > m und daher ist

1
1n(2) = f@)ll = lonlz) = fl@)ll < ~
dh. f(z) = lim ¢, (z) fiir alle z € X\W, also f p-meBbar im Fall pu(X) < oo.
n—oo
e Im Fall u(X) = oo wihle eine Folge (Xj;)jeny in A von paarweise disjunk-
ten Mengen mit X = UX]- und pu(X;) < oo fir alle 5 € N. Der letzte
jeN

Fall angewandt auf (X;, A; := AN Xj,u; = pla,) zeigt, daBl es zu jedem

J € N eine Folge (¢, x)ken in EF (X, p1;,Y) und eine Nullmenge N; C X gibt,

mit f(x) = klim () fiir jedes x € X;\N,. N := UNj € A ist wegen
—00

jEN

0<pu(N)< Z,u(Nj) = 0 eine p-Nullmenge und daher ist f p-mef3bar. ]
j=1

Korollar 3.3. Es sei (X, A, ) ein vollstindiger, o-endlicher MafSraum, Y ein separabler
Banachraum, dann sind dquivalent:

a) f: X =Y ist u-mefbar.
b) f: X =Y ist A—B(Y)-mefbar.
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Definition 3.4. Es sei (X, A, p) ein vollstandiger, o-endlicher Mafsraum und (H, (-,-))
ein Hilbertraum, dann heifst f + X — H

e stark mef3bar, wenn f A — B(Y)-mefsbar ist.

e schwach meflibar, wenn fir jedes ¢v € H die Funktion fy,:X — K
>

x {(f(x),4)
A — B(K)-mefbar ist.

Satz 3.5. Es sei (X, A, pn) ein vollstindiger, o-endlicher Mafiraum, H ein separabler
Hilbertraum, dann sind fir f : X — H dquivalent:

a) f ist u-mefsbar.
b) f ist stark mefbar
c) f ist schwach mefsbar.
Beweis. Da H separabel ist, folgt die Aquivalenz von a) und b) aus Satz 3.2.

b)=-c) Essei f: X - H A— B(H)-meBbar. Da die Abbildung (-,¢):H — K fiir
¢ = ($,¥)

jedes 1 € H stetig, also B(H) — B(K)-mefibar ist, ist
fo=GY)of: X — H — K
z o= flx) = (f(2),4)

als Verkniipfung von mefibaren Funktionen A — B(K)-meBbar, dh. f ist schwach
mefbar.

c)=ra) Da H separabel ist, gilt das auch fiir die abgeschlossene Einheitskugel K(0,1) =
{UeH:||¥]| <1}in H. Es sei also (@, )nen eine Folge in K(0, 1) mit

{on:m €N} D K(0,1).
Da fiir jedes ¥ € H die Norm durch || V|| := sup [(\V, ¢)| gegeben ist und (-, -) stetig

loll<1
ist, gilt sogar

W] = sup [(¥, ¢n)l, (3.2)
neN
denn wir diirfen oE. ¥ # 0 annehmen und withlen dann zu & > 0 ein ¢ € K(0,1)

mit ||| W] — (¥, ¢)| < £ und da {, : n € N} dicht in K(0, 1) ist, gibt es m € N mit
lom — || < m Damit ist

IN
DO ™

Il = (2, 0m)| < |12 = (2,0)] + [(¥,6 - ¢m)

TR
I
i)

was (3.2) zeigt. Aus (3.2) folgt

fre X f@l <a} = {rex:|(f@),en)

neN

(3.3)

VAN
Q
W—/



Ergénzung I11I: Integration banachraumwertiger Funktionen Version vom 26.4.2018 17

alsoist [|f]|: X — [0,00] A—B([0,00])-mefbar. Esseim € Nund {p, : k € N}

z = [l f (@)

eine dichte Teilmenge in H, dann ist

1
m

H:U{\I/EH:H\I/—SOkH<%}:UK((pk’ )

keN keN

Da || f|| meBbar ist, sind

X = {2 € X+ () € K(gi )} = [ —ull (0, ]) € A

1
m

und X = U Xp,m fiir jedes m € N. Dann sind die induktiv definierten Mengen

keN

Zl,m = Xl,m

Jj=1

. . .
Zk:,m = Xk;,m\ (U Zj7m) S A

paarweise disjunkt mit

X = Zim. (3.4)

e 1. Fall: u(X) < co. Dann gibt es fiir jedes m € N ein M = M(m) € N mit

M(m)
p| X\ U Zim | <2770 (3.5)

k=1

Dann definiert

fm: X — H
or fallsx e Zy,, fir k€ {1,...,M(m)}
Tr M(m)
0 fallsze X\ |J Zim
k=1

eine Folge von p-einfachen Funktionen mit |[f,,(z) — f(z)]| < =+ fir

M (m)
x € U Zim, was wegen (3.5) die punktweise Konvergenz f,(z) —s f(z)

k=1
fiir p-fast alle x € X zeigt. Damit ist f y—meBbar.

2. Fall: u(X) = oco. Da X o-endlich ist, gibt es eine Folge (X) en von paarweise

disjunkten Mengen in A mit X = U X; und p(X;) < oo. Wende nun Fall 1
jEN

auf (X;,A; := AN Xj,p; = pla,) an, dann zeigt Fall 1, daB8 es eine Folge
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(fm.i)men von ji;— einfachen Funktionen mit f,, ;(z) "% flx,(z) fiir p;-fast
alle z € Xj.
g X — H
fnj(z) fallsz e U X;
T =t
0 falls = € X\ X;
j=1

definiert eine Folge von p—einfachen Funktionen mit f(xz) = lim g,(x) fiir
n—oo
p—fast alle z € X, dh. f ist u—meBbar.

]

Wie bei der Integraldefinition fiir nichtnegative Stufenfunktionen zeigt man auch fiir
p—einfache Funktionen, dafl die folgende Definition eines Integrals nicht von der Schreib-
weise der einfachen Funktion als Linearkombination von charakteristischen Funktionen
abhéngt:

Definition 3.6. Es sei (X, A, u) ein vollstindiger, c—endlicher Mafiraum, Y ein Ba-
nachraum und f = Z?szlAk e EF(X, 1Y) mit yp,...,yn € Y und Aq, ..., A, € A eine

k=1
pu—einfache Funktion, dann heifst

/fdu = yei(A) (3.6)

das Integral von f.

Lemma 3.7. Es sei (X, A, u) ein vollstandiger, c—endlicher Mafsraum, Y ein Banach-
raum, dann gilt:

a) [-dp:EF(X,pnY) — Y ist linear.
X
e [ fdn
X

b) Fir f € EF(X,pn,Y) ist

[ sau < [ sl (3.7)

Bemerkung 3.8.
o Auf EF (X, u,Y) wird durch

16ller = / 16(2) | du(x)

eine Halbnorm definiert, aber wenn es in A eine p—Nullmenge N # () gibt, dann ist
| - |lex keine Norm, denn ||1y]|er = 0, aber 1y # 0.



Ergénzung I11I: Integration banachraumwertiger Funktionen Version vom 26.4.2018 19

e Auch eine Halbnorm || - || : V' — [0, oo auf einem Vektorraum macht V' durch

Oy = {U CV: Fiir jedes x € U gibt es r = r(z) > 0 mit
{veV:|x—v|<r}CU}

zu einem topologischen Raum. Ist aber || - || keine Norm, dann ist (V, Oy ) iA. nicht
hausdorffsch, zB. wenn (X, A, u) ein MaBraum, x € X, {z} € A mit u({z}) = 0 ist,
dann ist 0 # 1) aber |0 — 1, ||er = 0, dh. in jeder Umgebung von 0 bzgl. Ogr ist
auch 1y, enthalten. Insbesondere brauchen Grenzwerte von Cauchyfolgen — und
die sind genauso definiert wie bei einer Norm — bei einer Halbnorm nicht eindeutig

sein.
Lemma 3.9. Es sei (¢, )nen eine Folge in EF(X, 11, Y) mit | on—@mller =" 0 (Sprech-
weise: || - || r—Cauchyfolge ). Dann gibt es eine Teilfolge (), )ken von (pn)nen und eine

p-mefibare Funkition f: X — Y mit:
a) klim v (x) = f(x) fir p—fast alle v € X.
—00

b) Fir alle e > 0 gibt es A. € A mit u(A.) < e, so daff (p;, — f)lx\a. gleichmdifig
gegen 0 konvergiert.

Beweis. Da (¢p)nen eine || - ||sz—Cauchyfolge ist, gibt es zu jedem k € N ein j, € N mit
| om — @iller < 272k fiir alle I, m > ji. Wir konnen somit (j)reny OE. monoton wachsend
wéhlen und definieren Wy := ¢;,. Dann gilt nach Konstruktion

U — U, |ler < 272 fiir alle 1 <1 <m

Fiir [ € N definiere
Biim {o € X5 Wi () — W@l 2 271} = Wy — (2", o0]) € A

und da auch ¥y, — U, € EF(X,pu,Y) sind und B; C (¥, — ¥;)~1(Y'\{0}) gilt, folgt
p(Br) < (W — ) 7H(Y\{0})) < oo,

insbesondere gilt nach Definition von B; und der Tschebyscheff-Ungleichung

27'u(B) = 27 p({a € X+ (T — W)(2)] 2 27}) < / [0 — Wyljdpe < 27
dh. pu(B;) < 27! fiir jedes [ € N. Definiere

An = U Bn+k
k=0
dann gilt

W(A) <3 p(Buig) < Y2700 = g
k=0 k=0
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wegen der o-Subadditivitdt von u. Ay 2 Ay O ... und so gilt u(A) = lim u(A,) = 0 fiir
n—oo

A= ﬂ A, aufgrund der o-Stetigkeit von u von unten. Fiir x € X\ A, = ﬂ (X\Bn1k)
neN keNp

gilt [| (W —0y)(2)|| < 27 fiwr alle I > n, dh. die Reihe (U1 ()+ Y (Vp41(2)—0y(2)))nen =

=1
(V,11(x) ) nen konvergiert bzgl. || - || gleichméBig auf X\ A,,. Definiere
f: X — Y
lim Uy(z) firze X\A
= k—o00
0 firrze A

dann ist klim Uip(z) = f(x) fir v € X\A, dh. (¢, )kseo konvergiert punktweise p-fast
—00

tiberall gegen f. Zu e > 0 withle n € N mit p(A4,) = 27" < ¢, dann konvergiert (¢;, )ren
auf X\ A, gleichmifig gegen f. O

Lemma 3.10. Es sei (X, A, ) ein vollstindiger, o—endlicher Mafraum und Y ein Ba-
nachraum. Sind (¢;)jen und (V¥;)jen || - [lex— Cauchyfolgen und gilt

lim ¢,(z) = jliglo Y;(z) = f(2)

j—o00
fir p—fast alle x € X, dann ist im ||¢; — p;ller = 0.
Jj—o0
Beweis. Die Folge f, := ¢, — ¥, € EF(X, p,Y) ist wegen

an - meS]—' < ||90n - SOmHS}' + ||¢n - ¢mH<‘3}'

wieder eine || - ||¢z—Cauchyfolge. Zu jedem ¢ > 0 gibt es daher ein N = N(¢) € N mit
|fn — fmller < § fiir alle m,n > N(¢). Da fy eine pu—einfache Funktion ist, gilt

A={re X fn(x) #0} = fy' (Y\{0}) € A

und p(A) < oo und [[fn]le = sup{||fn(z)]| : © € X} < oo. Nach Voraussetzung gilt
ferner 0 = lim f,(z) fiir p—fast alle z € X. Lemma 3.9 zeigt, dal es B € A mit u(B) <
n—o0

m und eine Teilfolge (fn, )ken von (fn)nen gibt, die auf X\B gleichméaflig
N ||oco
gegen die Nullfunktion konvergiert. Es gibt also insbesondere ein K > N mit
3
[ o (@) € s
" 8(1+ p(A))

fir alle z € (X\B) N A, also ist

[ Wi < g omn@B N 4) <
(X\B)NA

ool ™
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Ferner ist

Sl < [ W = sioldn [ Wl < Mo = Filer + Wslloens(B) < 5
B B B

[ Wl = [ Wi = sl < g = il < 5

X\A X\A

und wegen X = (X\A)U ((X\B)NA) U B ist
€ € € ¢
b X\A (X\B)nA B
und damit || fuller < [ fuxllex+ | fo = faxller < e fir n > N(e), dh. nh_}n()lo | fuller=0. O

Korollar 3.11. Es sei (X, A, u) ein vollstandiger, o—endlicher Mafiraum und Y ein
Banachraum. Sind (@n)nen und (Yn)nen zwei || - ||ez— Cauchyfolgen in EF (X, p,Y) mit

lim ¢, (z) = lim ¢, (z) fir p—fast alle x € X, dann konvergieren die Folgen /gondu
n—oo

n—0o0

X neN
und /mld,u Y und es gilt:
X neN
lim [ ¢,dp = lim /wndu. (3.8)
n—oo n—oo
b's X

Definition 3.12. Es sei (X, A, u) ein vollstindiger, oc—endlicher Mafraum, Y ein Ba-

nachraum, dann heifit f : X — Y p—(Bochner-)integrierbar, wenn es eine || - ||cx-

Cauchyfolge (pn)nen in EF (X, p,Y) gibt mit f(z) = lm @, () fir p—fast alle x € X.
n—oo

In diesem Fall ist nach Korollar 3.11

/fdu = lim /(pndu ey (3.9)
n—oo
X X

wohldefiniert und heifst das (Bochner-u—)Integral von f. Schreibweise:
LNX, 1Y) :={f: X =Y : fist u—integrierbar } (3.10)

Satz 3.13. Es sei (X, A, p) ein vollstandiger, c—endlicher Mafiraum, Y ein Banachraum
und f: X =Y sei u—mefbar. Dann sind dquivalent:

a) f ist (Bochner-u-)integrierbar
b) IIf1l € £L1(X, p, [0, 00]).

Bewess.
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a)=Db)

b)=-a)

Nach Satz 3.2 ist f A—B(Y)—meflbar, also || f|| A—B([0, oc])—meBbar, dh. / | flldu €

[0, 00] ist als Integral einer nichtnegativen meflbaren Funktion definiert. Es sei nun

(fn)nen eine || - ||ez—Cauchyfolge in EF (X, u,Y) mit f(z) = lim f,(z) fir u—fast
n—oo

alle z € X. Die umgekehrte Dreiecksungleichung fiir || - ||c# ergibt

[1£llex =l fmllsz| < 1 = Fule,

daher ist (|| full)nen eine ||-[|e7—Cauchyfolge in EF(X, po, R) mit [| f(2)]| = lim || f(2)]
n—oo
fiir p—fast alle x € X. Daher ist || f]] € £1(X, u, R) u—integrierbar mit

J1r@ldut) = i [ 1.0)duta) € 2 (3.11)

Da f p—meflbar ist, gibt es eine Folge (f,,)nen in EF (X, 1, Y) mit f(z) = hm fn(x)

(

<
fir u—fast alle z € X. Definiere damit g, (x) := { g"($) falls | fu(@)|] 2Hf(:c;
(

|
|
)

fiir p—fast alle x € X. Da nach Voraussetzung / | flldn < oo ist, ist 2|| f]] eine inte-

()]
falls || fr ()| > 2[[f(
dh- g = Jal (2171201 18t wieder eine py—cinfache Funktion mit f(z) = lim gn(v

n—oo

b
grierbare Majorante fiir die Folge (||gn||)nen beziehungsweise 4|| f|| eine integrierbare
Majorante fir die Folge (||gn — gml|)m.nen. Wegen

m,n—0
lgn(x) = gm ()] =0
fiir p—fast alle x € X folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz
m,n—o0

/ 190(2) — g (@ dpt(x) = g — gunller ™50,

dh. (gn)nen ist || - ||er—Cauchyfolge mit f(x) = lim g,(x) fiir u—fast alle x € X,

n—oo

also ist f (Bochner-)u—integrierbar. O

Bemerkung 3.14.
o LY(X,p,Y) ist ein Vektorraum, denn zu f,g € LY(X,n,Y) und a € K gibt es

|| - ||lex—Cauchyfolgen (¢, )neny und (¥, )peny in EF(X, 1, Y) mit f(x) = lim ¢, (x)
und g(z) = lim ¢, (z) fir p—fast alle z € X. Dann ist auch (g, + Osz)iLOZN eine
I Hgf—Caug}gfofoolge in EF(X,u1,Y) mit f(z)+ ag(zx) = nh_)n;@(gon(x) + o, (2)) fiir
p—fast alle x € X und damit ist f + ag € LY(X, pu, Y).
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o Auf L1(X, p,Y) definiert

1l = / 1 ldp (3.12)
X

eine Halbnorm, denn zu f, g € £1(X, u,Y) wihle || - ||[¢7—Cauchyfolgen (¢, )nen und

(Vn)neny In EF(X, 1, Y) mit f(z) = lim ¢,(z) und g(z) = lim ¢,(x) fir p—fast
n—oo n—o0

alle z € X, dann gilt:

— Wegen (3.11) ist

I£lle = [ 1@ dunte) = i [ ol =l [ e = 0.
X X

~ Fiir a € K ist [|ofllo = lm ot ler = fof Tim [ ]ler = Jol /] c:
— f +glle = lim 6o+ paller < T ([ller + loaller) = 1 ]cx + gl

Satz 3.15. Es sei (X, A, p) ein vollstindiger, o—endlicher MafSraum und Y ein Banach-
raum, dann gilt:

a) / dp: LYX, 1Y) — Y ist linear und stetig und es gilt:
be
£ | s
b

/ fdul < / 17l = 1l (3.13)
X

X

b) Ist Z ein Banachraum, T € L(Y,Z), dann ist fir jedes f € LY(X,u,Y) auch
Tfe LY X, u,Z) und es gilt:

7| [ du| = [ TUr@ldute) (3.14)

X

Bewess.

a) Nach Bemerkung 3.14 ist £'(X, u,Y) ein Vektorraum. Sind (¢, )nen und (¢,)nen
|| - ||ler—Cauchyfolgen in EF (X, i, Y) mit f(x) = lim ¢,(x) und g(x) = lim ¢, (x)
n—oo n—oo
fiir fast alle x € X. Dann gilt nach den Eigenschaften des Integrals von p—einfachen
Funktionen:

/(son +avp,)dp = /wndu + ozx/wndu

X X
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und da (¢, + b, )nen eine || - ||ex—Cauchyfolge mit f(x) + ag(x) = lim (p,(x) +
n—oo
ah,(x)) fiir p—fast alle z € X ist, folgt

[ +ande =t e+ ava)di= lim [ ondnta lin [ v.du
X X

X
= /fdu—l—oz/gdu
X

X

Nach Lemma 3.7 ist /gpnd,u < /nganu = ||¢nller und wegen (3.11) ist
b

/||f(9:)||d,u(x) = lim /||gpn(x)||du($) daher folgt aus der Stetigkeit der Norm
b

auf Y und wegen /fd,u = lim /gondu gilt:
n—oo

/fdu = || lim /sondu = lim /sondu < lim /Hwnlldu
n— 00 n— 00 n—r00
X X X X
= [ 1ldn =117
X
und daher ist [ -du stetig beziiglich || - || .2 —Halbnorm und der || - [[—~Norm auf Y.
X

b) Zu f € LYX,u,Y) wihle eine || - ||ex—Cauchyfolge (©,)neny in EF(X,p,Y) mit
f(z) = lim @, (z) fir p—fast alle x € X. Da T € L(Y, Z) stetig ist, folgt T[f(z)] =
n—oo

lim T'[p,(z)] fir p—fast alle € X. Wegen
n—oo
{r e X : T[pn(z)] =0} D{z € X : p,(x) =0}

ist u((T o ¢,) " H(Z\{0})) < u(p;'(Y\{0})) < oo, also (T o p,)nen eine Folge in
EF(X,p,Y) mit (T o f)(x) = nh_)rglo(To ©n)(x) fiir p—fast alle x € X, dh T o f ist

p—meBbar. Wegen

[Tten@) - Thon(@)|duta) / T () = () ldp(a)
X
= [T/l llen — @mller
ist (T'¢p)nen sogar eine || - ||[¢x—Cauchyfolge und daher T o f p—integrierbar, ins-
besondere existiert
[ U@t =t [ Ton@dnte) € 2 (3.15)

X X
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M(n)
Ist ¢, = Z Yrla,, dann ist
k=1
M(n) M(n)
T /sandu =T | > wn(An) | = > (A Tly] = /T[wn]du
k=1 k=1 e

und mit /fdu = lim @,dp und da T stetig ist, folgt mit (3.15):
n—oo
X

T /fdu = T | lim /(pnd,u = lim T /gpndu
n—oo n—oo
X
= lim T[%]dMZ/T[f]du -
X X

Korollar 3.16. Es sei (X, A, ) ein vollstindiger, c—endlicher Mafiraum, d € N und
X — K9 sei mefbar. f = (fi,..., fa) : X — K2 ist genau dann pu—integrierbar, wenn
jede Koordinatenfunktion f; : X — K, j =1,...,d p—integrierbar ist. In diesem Fall ist

/fdu: /fldu,.../fddu (3.16)

Satz 3.17. Es sei (X, A, n) ein vollstindiger, c—endlicher Mafraum und Y ein Banach-
raum. Dann gilt:

a) EF(X,u,Y) ist dicht in (LY X, 1, Y), || - ||l21)-
b) Jede || - || o1 — Cauchyfolge (fn)nen in LY X, p,Y) konvergiert.

Beweis.

a) Esseik €N, f e LYX,u,Y) und (¢,)nen eine || - || ex—Cauchyfolge in EF (X, u,Y)

mit f(z) = lim @,(z) fiir p—fast alle z € X. Dann ist (¢, — @k)nen eine
n—oo
|| - [[ez—Cauchyfolge in EF(X, u,Y) mit lim (¢, (x) — pr(x)) = f(z) — pr(x) fir
n—oo
p—fast alle x € X. Nach (3.11) ist || f — oi||cr = lim ||on — viller- Da (pn)nen eine
n—oo

|| |le7—Cauchyfolge ist, gibt es fiir jedes € > 0 ein N = N(e) € Nmit ||, —¢iller <
e fiir alle n, k > N(g). Daraus folgt || f — px||z1 < e fiir alle £ > N(g) und damit ist
EF(X,u,Y) dicht in £Y(X, p,Y), denn fiir jede offene Menge ) £ U C LY(X, 1, Y)
und f € U gibt es € > 0 mit {g € LY(X, 1, Y) : ||f — gllzr < e} C U, also ist
UNEF(X,u,Y) # 0.
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b) Sei (fn)nen eine ||-|| z1—Cauchyfolge in £ (X, 1, V) und € > 0. Wihle M = M(e) € N
mit || f; — fm ||z < § fiir alle [,m > M(e). Da EF (X, p, Y') dicht ist, gibt es zu jedem
n € Nein ¢, € EF(X, 1, Y) mit || fr — pnllcr < 27" Wegen

-
lom — @iller < lom — fller + | fn = fillcr + 1fi — willer <277 + 3 + 27

fiir m, 1 > M (e) ist (¢n)nen eine || - ||e7— Cauchyfolge in EF (X, u,Y'). Nach Lemma

3.9 gibt es eine Teilfolge (vn, )ren von (@n)neny und ein p—mefbares f: X — Y

mit f(z) = klim ©n, (x) fiir p—fast alle z € X. Im Beweis von Teil a) wurde dann
—00

insbesondere klim | f — onllcr = 0 gezeigt, daher 148t sich ein N = N(g) > M(e)
—00
wihlen mit ||f — ¢p, ||, < £ fiir ny > N(e) und daher gilt:

€ . €
1f = fuller <N = onller + lone = Fapller + [ fon = fallor < ;1+2 tt+g<e

fiir n,n, > N(e) und 27™ < £, dh. lim [|f — fu]|zr = 0.
n—oo
O

Satz 3.18 (majorisierte Konvergenz fiir banachraumwertige Funktionen). Es sei (X, A, i)
ein vollstindiger, o—endlicher MafSraum und Y ein Banachraum. (f,)nen sei eine Folge
in LYX, 1, Y) und g : X — [0, 00] sei u—integrierbar mit || f,,(z)|| < g(x) fir u—fast alle
x € X. Der punktweise Grenzwert f(z) := nh_}lgo fn(x) existiere fir alle x € X, dann gilt:

o f: X — Y 1st p—integrierbar
v oo f@) = lim fu(o)
n—oo

o lim £y = fler =0

n—
° /fd,u: lim /fndu.
n—oo
X X

Beweis. Definiere

gj: X — [0,00]
= sup{[|fr(z) = fil@)] : k, 1> j}

dann gilt:

o 0 <yg;(z) <|fulzx)— filx)]| <2¢(z) fir alle x € X, fiir alle k,{,j € Nmit k,1 > N,
daher ist die Folge (g;)jen durch die p—integrierbare Funktion g : X — [0, o0]
majorisiert.

e Da der punktweise Grenzwert f(z) = lim f,(z) fiir u—fast alle x € X existiert, ist

n—oo

lim g;(x) = 0 fiir p—fast alle x € X.
j—o0
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Nach dem Satz von der majorisierten Konvergenz fiir komplexwertige Funktionen ist also
lim /gjdu = / (lim gj) dp =0
j—oo Jj—oo
X X

dh. /gjd,u ist eine Nullfolge. Zu jedem € > 0 gibt es daher ein N = N(g) € N mit

X jEN

/ka = filldp < /Sup{ka = fill - k1= j}dp = /gjdu = llgjller <
X

X X

fir alle k,l > j > N(e). Das zeigt, daB} (f,)nen eine || - ||.1—Cauchyfolge ist. Die
Vollstiandigkeit von £1(X, 1, Y) in Satz 3.17 zeigt, dal der Grenzwert f € L1(X, u,Y) ist,

lim || f — fullzr = 0 und /fdu = lim /fndu O
X X

Satz 3.19 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung II). Es sei Y ein Banach-
raum, es seien a,b € R mit a < b und f : [a,b] =Y sei stetig. Dann ist

F:la,b] = Y
x o [ f)dt ::gl[a’m](t)f(t)dﬂ(t)

wohldefiniert, F ist stetig auf [a, b] und stetig differenzierbar auf|a, b[ und fir jedest €]a, b
qilt:

F'(t) = f(t). (3.17)
Ist G : [a,b] = Y eine Funktion mit G'(x) = f(x) fir jedes x €]a,b], dann gilt

/ F(#)dt = G(d) — G(o) (3.18)
fir jedes ¢, d €la, b.

Beweis. Da f : [a,b] — Y stetig ist, ist f([a,b]) kompakt, also insbesondere totalbe-
schrinkt. Fiir jedes m € N gibt es also M = M(m) € N und yi,...,ymem) € Y mit

M(m)
1
b)) C K —).D ist durch
f([a,0]) C kL:J1 (yk,m) ann 1st durc

Xim = [T (K, E))

Xk,m = f_l(K(yka %))\ <L_J Xj:””)
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M(m)
eine Zerlegung von [a, b] U Xj.m in paarweise disjunkte mefibare Mengen gegeben.

Daher definiert f,, : [a,b] —> Y mit fr,(x) = y, falls r € Xy ist eine Folge (f)men
von p—einfachen Funktionen mit || f,,(z) — f(z)]| < =, dh. f(z) = lim f,,(z) fir alle
m—0o0

z € [a,b], dh. f ist A—meBbar. Da f auf dem kompakten Intervall [a, b] stetig ist, ist

[flloo := sup{[f(£)| : € [a, 0]} < o0
und damit || f|lo1jep) eine integrierbare Majorante fiir alle Funktionen 1,4 f, # € [a, b].
Nach Satz 3.13 ist jedes 1(,,)f A—integrierbar und damit
F:la,b] = Y
T Zf t)dt —f]-[ax] ) f(t)dA(t)

wohldefiniert. Ist (z,)nen eine Folge in [a,b] mit lim z, = = € la,b], so gilt auch
n—oo

Lm0 f(t) = lim 1, (6)f(t) fir alle t € [a,b] und mit der A—Majorante || f]|ooljag
n—oo

folgt aus dem Satz von der majorisierten Konvergenz:

n—oo n—00

[a,b] [a,b]

F(z) = / 1[a,$](t)f(t)d5\(t) = lim l[mn](t)f(t)dj\(t) = lim f(x,),

dh. F ist stetig. Weil f auf dem kompakten Intervall [a, b] als stetig vorausgesetzt wurde,
ist f sogar gleichméBig stetig. Zu jedem £ > 0 gibt es ein § = () > 0, so daf fiir alle
x,y € la,b] mit |x —y| < ¢ gilt: ||f(z) — f(y)|| < e. Ist nun A € R mit |h| < §, dann ist
fiir jedes x €la, b]

z+h z+h

[1E(z +h) = F(x) = hf(2)]| = /(f() ))dt| < /Ilf x)|dt| < [hle,

T

was F'(x) = f(z) im Limes h — 0 ergibt. Ist nun G : [a,b] — Y eine Funktion mit
G'(t) = f(t) fiir jedes t €]a,b[, dann ist G'(t) — F'(t) = (G — F)'(t) = 0 fiir alle ¢ €]a, b]
und weil ]a, b| zusammenhéngend ist, ist G — F eine konstante Funktion. Deshalb gilt

fir alle ¢, d €a, b|. O

Korollar 3.20 (Mittelwertsatz in Integralform). Es seien X,Y  Banachrdume,
U C X offen, f : U — Y stetig differenzierbar und a,b € U mit [a,b] C U, dann
qgilt:

£ — fa) = /Df(a +t(b— a))[b — aldt /Db_af(a +t(b— a))dt (3.19)
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Beweis. Nach Voraussetzung ist

¢:[0,1] — Y
t — fla+tb—a))

stetig differenzierbar auf |0, 1] mit ¢'(t) = (D f)(a + t(b — a))[b — a] und stetig auf [0, 1].
Nach dem Fundamentalsatz 3.19 der Differential- und Integralrechnung ist

ﬂ@—ﬂ@zwﬂ%wﬂnz/Q’ Q/Dfa+thﬂmw—dﬁ

]

Korollar 3.21 (partielle Integration). Es sei Y ein K—Banachraum, a,b € R mit a < b
und u : [a,b] = Y, v : [a,b] = K seien stetig und stetig differenzierbar auf ]a,b[. Dann
gilt fiir alle ¢,d € [a,b], c < d:

d

/@@u@w:u@m@—u@m@—/w@umw (3.20)



