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2 Variation eines komplexen Mafles

Definition 2.1. Es sei A eine o—Algebra auf einer Menge X und p : A — C ein
komplexes Maf, dann heift

ul: A — [0, 00]
A — sup { Z |(An)| = (An)nen ist eine Folge paarweise disjunkter Elemente
n=1
Ay Amit A= ] A}

neN

(2.1)
die Variation von pu.

Satz 2.2. Die Variation |p| : A — [0, 00] eines komplexen MafSes o : A — C ist ein Maf
auf A.
Beweis. Es sei A € A und (A, ),en eine Folge paarweise disjunkter Elemente A,, € A mit
A= U A,. Es sei (t,)nen eine Folge in R mit

neN

b < Jul(As). (22)
Dann gibt es fiir jedes A, eine Folge (A, x)ren paarweise disjunkter Elemente A, ; € A

mit A, = U App und t, < Z |11(Ap )| Damit bildet (A, x)mrenz eine abzahlbare
keN k=1
Familie paarweise disjunkter Elemente in A mit A = U Ak, also ist
(n,k)EN?

STt S Il Ans)] < lu(A) (2.3

kn=1

Bildet man in (2.3) das Supremum iiber alle nach (2.2) erlaubten Zahlen ¢,,, so ergibt sich

o

D ul(An) < Jul(A). (2.4)

n=1

Es sei (By)ren eine Folge paarweise disjunkter Elemente By € A mit A = U By.; fiir

keN
jedes k € N bildet (A, N By)nen eine Folge paarweise disjunkter Elemente A, N By € A

mit B, = U<A” N By) und fiir jedes n € N bildet (A,, N By)ren eine Folge paarweise

neN
disjunkter Elemente A, N B € A mit A, = U (A, N By). Somit gilt
kEN
S Bl = 3> w40 B
k=1 k=1 |n=1

< X3 n Bl = X3 B0l < Yl 29

k=1 n=1 n=1 k=1
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Durch Supremumsbildung in (2.5) folgt

lu|(A) = sup { Z |(By)| : (By)ken ist eine Folge paarweise disjunkter Elemente
B, € Amit A= UBk}
keN
> lul(A) (2.6)
n=1
Nach (2.4) und (2.6) ist |u| o—additiv. Offenbar ist |u|(0) = 0, also |u| ein Ma8. O

Lemma 2.3. FEs sei A eine o—Algebra auf X und E : A — L(H) ein Spektralmafs, dann
gilt fiir alle A € A und o, ¢ € H:

[t (A) < (1156 (A))Z (116,6(A)) 2.

Lemma 2.4. Fs sei A eine o— Algebra auf X und p: A — C ein komplexes Mafs. Dann
gibt es h: X — C € LY(|u|) mit |h(x)| =1 fiir alle v € X und du = hd|p|, dh.

M\»—‘

(2.7)

u(A) = / | 2.8)

A

fiir alle A € A.

Beweis. Nach Definition von
lp|(A) = sup { Z \(An)] - (An)nen ist eine Folge paarweise disjunkter Elemente

Ave Amit A= 4.}

neN
gilt p(A) = 0 fiir alle A € A mit |p](A) = 0. Somit ist p absolutstetig bzgl. || und nach

dem Satz von Radon-Nikodym gibt es ein eindeutiges h € L'(|u|), so daBl u(A) = /hd|,u\

A
fir alle A € A gilt. Zur > 0sei A, := {2z € X : |h(z)| < r} und (By)kren eine Folge

paarweise disjunkter By € A mit U B, = A,. Dann ist

k=1
S letBl = Y| [ hdlul| < 3 rlul(B) = rla(4)
k=1 k=1 k=1
k
und durch Supremumsbildung folgt
l1|(A;) = sup { Z |1(By)| : (By)ken ist eine Folge paarweise disjunkter Elemente
Bie Amit A, = | Bk} < rlul(A,) (2.9)

keN
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Fir r < 1 a8t sich (2.9) nur mit |u|(A,) = 0 erfiillen; nach Definition von A, bedeutet
dies |h| > 1, |p|—fast iiberall. Ist nun A € A mit |u|(A) > 0, so folgt aus (2.8) und

[1(A)] < |pl(A)

1 e
ey / M = ey =t

dh. das Mittel iiber jede Menge mit |u|(A) > 0 liegt in [0, 1], also ist |h| < 1 |pu|—fast
iiberall. Das zeigt |u|({z € X : |h(x)| # 1}) = 0 und nach Abéndern von h auf dieser
Menge {x € X : |h(z)| # 1} folgt die Behauptung. O



