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1 Netze und summierbare Familien

Definition 1.1. Es sei () # I eine nach rechts gerichtete Menge, dh. (I, <) ist eine

geordnete Menge, so dafS es zu je zwei Elementen v,j € I eine obere Schranke k € I mit

i <k,j <k gibt. Es sei (X,0) ein topologischer Raum und I nach rechts gerichtet, dann

heifit eine Familie (x;);c; von Elementen in X — dh. eine Abbildung x:1 — X —ein
1T = X

Netz in X. Ist (X, O) ein topologischer Raum, (x;);cr ein Netz in X, dann heiffit a € X

ein

a) Grenzwert von (z;);c;, genau dann wenn es fir jede Umgebung U wvon a ein
J(U) € I gibt, so daf$ x; € U fir alle i € I mit j(U) < i gilt. Schreibweise:
a=limxz;.

iel

b) Haufungspunkt von (z;);c;, genau dann wenn fir jede Umgebung U von a und

firallei €I emmjel mitj>1iundx; €U gibt.

Lemma 1.2. Ist (X,0) ein hausdorffscher topologischer Raum, dann hat jedes Netz
(x;)ier in X héchstens einen Grenzwert.

Satz 1.3. Sind (X, Ox) und (Y,Oy) topologische Riume, a € X und f : X — Y eine
Funktion, dann sind dquivalent:

a) f ist stetig in a.
b) Fiir jedes Netz (x;)ier in X mit a = lin;mi gilt f(a) = lir? f(x;).
1€ 1€
Bewezs.

a)=b) Ist V Umgebung von f(a), dann ist U := f~}(V) eine Umgebung von a mit
f(U) C V. Ist nun (x;);er ein Netz in X mit a = liIIIIIZ', so gibt es j(U) € I
1€
mit z; € U fiir alle ¢ > j(U) und damit ist f(z;) € V fiir alle ¢ > j(U), dh.
(@) = lim f(z,).

b)=a) Angenommen f ist in a nicht stetig, so gibt es eine Umgebung V von f(a) mit
f(U) € V fiir jede Umgebung U von a. Betrachte die Menge U (a) aller Umgebungen
von a; diese ist nach rechts gerichtet. Daher gibt es fiir alle U € U(a) ein zy € U

mit f(zy) ¢ V. Somit definiert (xy)vey(q) ein Netz in X mit a = Uleig{r(la) xy aber
fl@)# Jim ()
O
Lemma 1.4. Es sei (X,0Ox) ein topologischer Raum, A C X und a € X, dann sind
dquivalent:
a) ac A

b) Es gibt ein Netz (x;)ier in A mit a = 1111;1 x;.
S
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Beweis.

a)=b) Ista € A, so gilt UNA # () fiir jede Umgebung U von a. Wir kénnen also zu U € U(a)
ein xy € U N A wihlen, dann ist (zy)ycu(a) ein Netz in A mit a = Ulibr{r(l )a:U.
cU(a
b)=-a) Ist (z;);cs ein Netz in A mit a = lillll x; und U eine Umgebung von a, dann gibt es
1€
JU) eI mit x; € U fiir allei € I,0 > j(U), dh. § # {z; : i > j(U)} CUNA, also
ist a Berithrpunkt von A.

]

Definition 1.5. Ist (X,d) ein metrischer Raum, (z;);c; ein Netz in X, so heifst (z;)ier
ein Cauchynetz, wenn es fir alle e > 0 ein j = j(e) € I gibt, so daf fir alle k,l €
mit k> j(e) und 1 > j(e) gilt:

d(zy, x;) < €. (1.1)

Bemerkung 1.6. Im Fall / = N sind “Folge” und “Netz”, “Cauchyfolge” und “Cauchy-
netz” und ebenso “Grenzwert von Folgen” und “Grenzwert von Netzen” identisch.

Lemma 1.7. Es sei (X,d) ein metrischer Raum und (z;);cr ein konvergentes Netz in X.
Dann ist (x;);e; ein Cauchynetz.

Satz 1.8. Es sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und (x;);e; ein Cauchynetz in
X, dann konvergiert (x;)icr.

Beweis. Ist (x;);er ein Cauchynetz in X, so gibt es fiir jedes & € N ein (k) € I, so da8
d(x;,2;) < 1 fiir alle i, j € I mit i > ¢(k) und j > (k). Ohne Einschrinkung darf man
o(k+1) > p(k) annehmen, denn da I nach rechts gerichtet ist, kann man gegebenenfalls
¢(k + 1) durch eine obere Schranke von ¢(k) und ¢(k + 1) ersetzen. Dann ist (2 k))ken
eine Cauchyfolge in X'; diese konvergiert nach Voraussetzung und so sei z := kh_glo T(k) der

Grenzwert. Zum Nachweis von = = ling x; sei € > 0, dann existiert wegen x = klim T (k)
(S —00
ein N = N(e) € N mit d(z,z,) < § fiir alle £ > N(g) und nach evtl. Vergrofern von

N(e) darf man noch < < annehmen. Ist nun i € I mit i > p(N(e)), so folgt aus

N() 2

der Dreiecksungleichung

€ 1
d(z,7:) < d(@, Tpve)) T d(@pve), 1) < 5+ 75 <6

2 N(e)
dh. z = lir? x; ist der Grenzwert von (z;);es. O
1€
Definition 1.9. Es sei (V.|| -||) ein normierter Vektorraum, O # I eine Indexmenge und

(x:)ier eine Familie in V. Zu jeder endlichen Teilmenge H € E(I) sei

SH ‘— E ZT;

1€H
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die Partialsumme von (z;)icr 2u H. Durch
H<JwHCJ (1.2)

wird E(I) zu einer nach rechts gerichteten Menge und damit

SH Heeg E SEz Heg()
i€H

ein Netz in V. (z;)ie; heifit summierbare Familie, wenn

lim sy = lim E T;
Heé&(I) He&(I

existiert. (z;);cr ist summierbar mit Grenzwert a € V, wenn es fir alle € > 0 ein
J=J(e) € E(I) gibt, so dafs fiir alle H € E(I) mit H 2 J(e) gilt:

CL—E ZT;

1€H

la —su| = <e.

In diesem Fall schreibt man a = Z r; = lim Z Ti.

He&(I
el

Lemma 1.10. Es sei (V,||-]|) ein normierter Vektorraum, I und J Mengen und ¢ : I — J

bijektiv. Dann ist eine Familie (x;)jcs i V genau dann summierbar, wenn (T )icr
summierbar ist. In diesem Fall gilt:

E :xj = E :xw(i)'
jeJ iel
Beweis.

,=“ Es sei (2;);e; summierbar, dann gibt es zu ¢ > 0 ein H(e) € £(J), so daB fiir alle

L e &(J) mit H(e) C L und fiir den Grenzwert x := ij gilt:
jeJ

Z'—E .’I?j

jeL

< e

Da ¢ bijektiv ist, sind fiir jedes solche L € £(J) mit L O H(e) auch ¢~ '(L) D
¢ '(H(g)) endliche Teilmengen von I und wegen Z T, = Z T, ist auch

jeL i€p—1(L)

I—EZE]‘

jEL

= |[|T — Z Tp@)|| < €. (13)

i€p~1(L)

Ferner hat jede endliche Teilmenge K € £(I) mit K 2 ¢ *(H(g)) die Form K =
¢ (L) mit L € £(J) und L O H(e), daher ist wegen (1.3) die Familie (zy())ier

summierbar.
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»<" Es sel (243))icr summierbar und € > 0, dann gibt es L(e) € &£([), so daBl fiir

Y= Zx‘ﬂ(i) und fir jedes K € £() mit K D L(e) gilt ||y — szo(i)
icl i€k
H e &(J) mit H D ¢(L(e)) hat die Form H = p(K) mit K D L(e), daher gilt:

< . Jedes

y= > mll=ly =D mem|| <c
JjeEH ieK
also ist (;)je; summierbar und y = wa(i) = ij. n
i€l jeJ
Satz 1.11.
a) Ist (V,||-||) ein normierter Vektorraum, (z;);er eine Familie in' V', so ist (Z T;) Hee(n)

i€ H
genau dann ein Cauchynetz, wenn es fir jedes ¢ > 0 ein J = J(g) € E(I) gibt, so
dafs fir alle L € E(I) mit LN J(e) =0 gilt:

d m|<e (1.4)
leL
b) Ist (X, || - |l) ein Banachraum und (x;);c; eine Familie in X, dann ist (z;);cr genau
dann summierbar, wenn (Z x; ein Cauchynetz in X ist.
icH He&(T)

Beweis.

i€H

E(I), so daB fiir alle K, L € £(I) mit K D J(¢) und L D J(¢) gilt:
So- S
ieK jeL

Ist L e &) mit LN J(e) =0, so ist

SL = Z% = SLuJE) — SJ(e) = Z Ty — Z ;.
)

ieL 1€LUJ (e) ieJ(e

a),=“ Essei e >0 und (Z $Z> ein Cauchynetz in V', dann gibt es ein J = J(¢) €
HeE(T)

lsk — scll = <e (1.5)

Wegen LU J(e) 2 J(e) folgt nun ||sz|| = ||stuse) — Sse) |l < € aus (1.5).
a),<“ Zue >0 gebees J = J(e) € E(I), so daB fiir alle L € E(I) mit LN J(e) = () gilt:

szl = ij <e. Sind nun K, L € £(I) mit K D J(¢) und L DO J(¢), dann ist
jeL
SL = S\J(e) T Su(e) Und Sg = S\ (o) + Sy(e) also

sk = szl = sk — spuell < lskuell + lspuell <&+ =2,

also ist (Z mz> ein Cauchynetz in V.
He&(I)

i€H
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b),=“ Es sei (z;);c; summierbar und z := lim le der Grenzwert. Zu € > 0 gibt es
Hee (D)
dann J = J(e) € £(I),sodaB fiiralle H € £(I) mit H 2O J(¢) gilt: ||z — le < e.
i€H

Daher gilt fiir alle K, L € £(I) mit K D J(¢), L D J(¢):

DRI

jeEK JjeEL

sk —scll = < lz = skl +llz = el < 2¢

dh. (Z xz> ist ein Cauchynetz.
He&(I)

icH
b),<* Nach Satz 1.8 ist im Banachraum jedes Cauchynetz konvergent, also auch das
Cauchynetz (Z xz> , dh. (z;);e; summierbar.
ieH He&(I)
O

Lemma 1.12. Es sei (V|| - ||) ein normierter Vektorraum und (x;);cr eine summierbare
Familie in V. Dann gilt:

a) Fiir jedes € > 0 gibt es nur endlich viele Indizes iy, ...,ine) € I mit ||x;]| > ¢ fir
j=1,..,N(e).

b) {Z xj: H e E(I)} ist beschrinkt.
jeH
c) {i €1:x;#0} ist abzdhlbar.

Satz 1.13. Es sei (X, || -||) ein Banachraum, (x;);c; eine summierbare Familie in X und
J C I. Dann ist auch (x;);e; summierbar.

Satz 1.14. Es sei (X, || -||) ein Banachraum, (x;);c; eine summierbare Familie in X und

(In)ren eine Zerleqgung von I, dann existiert fiir jedes A € A der Grenzwert sz und die
i€l

Familie (Z :1:1> 15t summaerbar und es gilt:
AEA

i€l

doa=> (Zw) . (1.6)

il AeA \i€ly

Beweis. Ist (x;);e; eine summierbare Familie im Banachraum X, so ist nach Satz 1.13 fiir
jedes J C I auch (z;)je; eine summierbare Familie. Insbesondere ist jede Familie (z;);er,
summierbar und damit existiert fiir jedes A € A der Grenzwert

S\ -— E X;.

i€l
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Es sei s := Z x; der Grenzwert der summierbaren Familie (z;);e;y und € > 0. Dann gibt
il

es ein H(e) € £(I), so dafl

S—E xZ;

< 9
icJ 3

fir jedes J € £(I) mit J D H(e) erfiillt ist. Da (Z SL’l> ein Cauchynetz ist, kénnen
ieH He&(I)
wir nach Satz 1.11 sogar

e

fir alle L € £(I) mit L N H(e) = () voraussetzen. Es sei

<€
3

M(s) = {\e A: H(e) N I, # 0} € E(A),

— da H(e) endlich ist, ist es auch M(e). Ist K = {ky,....,kx} € E(A) mit M(e) C K, so
wéhle Ji, € E(Ik,),.... iy € E(Ixy) mit H(e) N Iy, C Ji, und

Skn—Z{L’j <3iN

J€Jky,

Nach Definition von M (e) ist

H) CJ(e) = ) he&d)
)

AEM (e

und

Lie):= |J el

AEK\M (¢)
mit L(e) N H(e) = (. Die Assoziativitit fiir endliche Summen ergibt
> - ¥ (Xn)
jeJ(e) AEM(g) \j€Jx
und

o ¥ ()

JEL(e) AeK\M(e) \j€Jx
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Somit ist
S—Zs,\ = S—Z(S)\—ZIJ-FZQJJ |
AeK AeK JEJIA JEJI
- -2 (24)-E(»-25)- £ 5o
AEM(e) \JEJA AEK JEJIA AEK\M(g) jE€IN
< S—ZZL”] +Z Sk‘_z Z j % 3iN+§:5.
jeJ(e Jj€Jk,

Daher ist (s))xea summierbar mit Grenzwert s = Z T, = Z (Z 331) ]

iel AeA \iely

Definition 1.15. Es sei (V)| -||) ein normierter Vektorraum und (x;);c; eine Familie in
V. Dann heifit (x;);c; absolut summierbar, wenn (||z;||)icr summierbar in [0, 00| ist.

Lemma 1.16. Es sei (V, || -||) ein normierter Vektorraum und (z;);cr eine Familie in 'V,
dann ist (z;)ie; genau dann absolut summierbar, wenn

sup{ZijH:Heg(I)} < 00 (1.7)

jEH
1st. In diesem Fall gilt:
ZIIIiIIZSHP{ZH%II ZHEE(I)}' (1.8)
iel jEH
Bewezs.

»=" Ist (x;);e; absolut summierbar, so ist (||x;||)ic; summierbar, also nach Satz 1.11

ein Cauchynetz und daher Z llz;ll - H e EU )} C R beschrankt, also existiert

jeH
sup {Z |z;|l - H € 5(1)} < 00.
jeH
,<=" Ist s := sup {Z |lz;|| - H € 5([)} < oo und € > 0, dann gibt es nach Definition
jeH
des Supremums ein H(g) € £(I) mit Z |zl > s —e. Da ||z;]| > 0 ist, gilt
JEH(e)
> b= Clst < s { Sl <0
JEH (e jJjeL jeEH

fir alle L € £(I) mit H(e) C L und damit ist (||x;||)ie; summierbar mit Grenzwert

s— sup{anju He 5(1)} )

JjeH
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Lemma 1.17. Es sei (X, || - ||) ein Banachraum und (x;);e; eine absolut summierbare
Familie in X. Dann ist (x;);e; summierbar und es gilt:

S| <3 il (19)

il il

Beweis. Fir H € £(I) gilt nach Lemmma 1.16:

dYowl| <Dl < Sup{z ]l = L € 5(1)} = lll

i€l 1€ i€l i€l

Da (x;);e; absolut summierbar ist, ist (Z ||961H) ein Cauchynetz und daher gibt
ieH He&(I)
es fiir jedes € > 0 nach Satz 1.11 ein H(e) € £(I), so daB Z ||zi]| < e fur alle L € £(I)
i€l

mit L N H(e) = 0 erfiillt ist. Dann gilt fiir alle L € £(I) mit L N H(e) = () auch

in < ZH:UZH <e

€L €L

und damit ist (Z :EZ> ein Cauchynetz und daher (x;);c; summierbar. Es sei nun
i€H He&(I)

T = Zx@ der Grenzwert der summierbaren Familie (x;);cr, € > 0 und K(e) € £(I),
iel
-

so daB fiir alle L € £(I) mit L O K(e) gilt: < g, fiir solche L € £(I) mit

€L
L D K(e) gilt
] = |l =>4+ > | <= ||+ |D m| <+ |l
€L €L i€l €L €L
< 5+Sup{2\|azi|| :Le&(),LD K(@} < €+sup{2||xi|] ' Le 5(1)}
1€L 1€L
= e+ | (1.10)
el

und da man (1.10) fir jedes € > 0 bekommt, folgt ||z| = Z:L‘Z

il

< Z”%H [

il

Satz 1.18. Es sei (X, || - ||) ein Banachraum und (Z xk> eine Rethe in X, dann
k=1 neN
sind dquivalent:
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a) (Z xk> ist eine absolut konvergente Reihe.
k=1 neN

b) Die Familie (x,,)nen ist absolut summierbar.

In diesem Fuall ist

a3l €11} =t 3
k=1 k=1

der Grenzwert.
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