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F Reduzierende Unterräume

Definition F.1. Es sei T : D(T ) → H ein Operator im Hilbertraum H. Ein abgeschlosse-
ner Unterraum X ⊆ H heißt invariant unter T , wenn T [X ∩D(T )] ⊆ X gilt. In diesem
Fall ist durch

T |X : X ∩ D(T ) → X

ϕ 7→ T [ϕ]

ein Operator im Hilbertraum X definiert. Sind X und X⊥ invariant unter T und gilt

D(T ) = (X ∩ D(T )) + (X⊥ ∩ D(T )), (F.1)

so heißt X ein reduzierender Unterraum von T .

Satz F.2. Es sei T : D(T ) → H ein Operator und X ⊆ H ein abgeschlossener Unterraum
von H, dann gilt:

a) X ist genau dann reduzierender Unterraum von T , wenn für die orthogonale Pro-
jektion PX : H → H auf X gilt:

PXT ⊆ TPX . (F.2)

b) Ist T dicht definiert und X reduzierender Unterraum von T , dann ist X auch redu-
zierender Unterraum von T ∗ und (T |X)

∗ = T ∗|X , (T |X⊥)∗ = T ∗|X⊥.

c) Ist T dicht definiert und abgeschlossen, so ist X genau dann reduzierender Unter-
raum von T , wenn X reduzierender Unterraum von T ∗ ist.

Beweis.

a)
”
⇒“: Ist X reduzierender Unterraum von T , dann ist

D(PXT ) = D(T ) = (X ∩D(T ))+ (X⊥∩D(T )) ⊆ (X ∩D(T ))+X⊥ = D(TPX).

Wegen D(T ) = (X∩D(T ))+(X⊥∩D(T )) hat daher jedes ϕ ∈ D(T ) eine Zerlegung
der Form ϕ = φ + φ⊥ mit φ ∈ X ∩ D(T ) und φ⊥ ∈ X⊥ ∩ D(T ), also ist φ = PX [ϕ]
und φ⊥ = (idH − PX)[ϕ] und damit folgt

T [PX [ϕ]] = T [PX [φ+ φ⊥]] = T [PX [φ]] = T [φ] = PX [T [φ]]

= PX [T [φ] + T [φ⊥]] = PX [T [ϕ]]

”
⇐“: Ist umgekehrt PXT ⊆ TPX , so ist

PX [D(T )] ⊆ D(T ) und (idH − PX)[D(T )] ⊆ D(T )

– denn für ϕ ∈ D(T ) ist PX [T [ϕ]] ∈ H und PX [T [ϕ]] = T [PX [ϕ]] also PX [ϕ] ∈ D(T )
und ebenso (idH − PX)[T [ϕ]] = T [ϕ] − T [PX [ϕ]] = T [ϕ − PX [ϕ]] ∈ H, also
(idH − PX)[ϕ] = ϕ − PX [ϕ] ∈ D(T ). Damit hat jedes ϕ ∈ D(T ) die Form
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ϕ = PX [ϕ] + (idH−PX)[ϕ] mit PX [ϕ] ∈ X ∩D(T ) und (idH−PX)[ϕ] ∈ X⊥∩D(T );
es gilt also (F.1). Für ϕ ∈ X ∩ D(T ) gilt

T [ϕ] = T [PX [ϕ]] = PX [T [ϕ]] ∈ X

und für ϕ⊥ ∈ X⊥ ∩ D(T ) gilt

T [ϕ⊥] = T [(idH − PX)[ϕ
⊥]] = (idH − PX)[T [ϕ

⊥]] ∈ X⊥,

dh. X ist reduzierender Unterraum von T .

b) Ist X reduzierender Unterraum für T und ψ ∈ D(T ∗), so gilt für jedes ϕ ∈ D(T )

〈T [ϕ], PX [ψ]〉 = 〈PX [T [ϕ]], ψ〉 = 〈T [PX [ϕ]], ψ〉 = 〈PX [ϕ], T
∗[ψ]〉

dh. PX [ψ] ∈ D(T ∗) und T ∗[PX [ψ]] = PX [T
∗[ψ]] ∈ X also auch T ∗[X ∩D(T ∗)]] ⊆ X.

Mit ψ, PX [ψ] ∈ D(T ∗) ist auch (idH − PX)[ψ] ∈ D(T ∗) und

T ∗[(idH − PX)[ψ]] = T ∗[ψ]− T ∗[PX [ψ]] = T ∗[ψ]− PX [T
∗[ψ]]

= (idH − PX)[T
∗[ψ]] ∈ X⊥

also T ∗[X⊥ ∩ D(T ∗)] ⊆ X⊥ und jedes ψ ∈ D(T ∗) schreibt sich als

ψ = PX [ψ] + (idH − PX)[ψ] ∈ (X ∩ D(T ∗)) + (X⊥ ∩ D(T ∗))

dh. X ist reduzierender Unterraum zu T ∗. Ist Ψ ∈ X ∩ D(T ∗) = D(T ∗|X), so ist
D(T ) → C

ϕ 7→ 〈Ψ, T [ϕ]〉
stetig, dann ist die Einschränkung X ∩ D(T ) → C

ϕ 7→ 〈Ψ, (T |X)[ϕ]〉
stetig und damit auch Ψ ∈ D((T |X)

∗), das zeigt also D(T ∗|X) ⊆ D((T |X)
∗) und die

stetigen Fortsetzungen erfüllen 〈T ∗[Ψ], ϕ〉 = 〈(T |X)
∗[Ψ], ϕ〉, also ist T ∗|X ⊆ (T |X)

∗.
Ist Ψ ∈ D((T |X)

∗) ⊆ X, dann ist für ϕ ∈ D(T )

〈Ψ, T [ϕ]〉 = 〈Ψ, T [PX [ϕ] + (idH − PX)[ϕ]]〉

= 〈Ψ, T [PX [ϕ]]〉+ 〈Ψ, (idH − PX)[T [ϕ]]〉 = 〈Ψ, (T |X)[PX [ϕ]]〉

= 〈(T |X)
∗[Ψ], PX [ϕ]〉

also ist D(T ) → C

ϕ 7→ 〈Ψ, T [ϕ]〉
stetig, dh. Ψ ∈ D(T ∗) und damit (T |X)

∗ = T ∗|X .

Analog folgt die Behauptung für X⊥.

c) Ist T dicht definiert und abgeschlossen, so gilt T = T = (T ∗)∗. Ist X reduzierender
Unterraum von T , dann ist X nach (b) reduzierender Unterraum von T ∗. Ist X re-
duzierender Unterraum von T ∗, dann ist X nach (b) auch reduzierender Unterraum
von (T ∗)∗ = T = T .

Satz F.3. Es sei T : D(T ) → H selbstadjungiert und ET : B(R) → L(H) das Spektralmaß
zu T , X ⊆ H ein abgeschlossener Unterraum und PX die orthogonale Projektion auf X,
dann sind äquivalent:
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a) X ist reduzierender Unterraum für T .

b) Für alle b ∈ R gilt

PX ◦ ET (]−∞, b]) = ET (]−∞, b]) ◦ PX . (F.3)

c) Für alle B ∈ B(R) gilt:

PX ◦ ET (B) = ET (B) ◦ PX . (F.4)

Beweis.

a)⇒b) Ist z ∈ ρ(T ) und ϕ ∈ X, so schreibe (T − z)−1[ϕ] = ψ + ψ⊥ mit
ψ = PX [(T − z)−1[ϕ]] ∈ X und ψ⊥ = (idH − PX)[(T − z)−1[ϕ]] ∈ X⊥. Dann
gilt:

ϕ = (T − z)[(T − z)−1[ϕ]] = (T − z)[ψ+ ψ⊥] = (T − z)[ψ] + (T − z)[ψ⊥] (F.5)

Da X reduzierender Unterraum von T ist, gilt

(T − z)[ψ⊥] = (T − z)[(idH − PX)[ψ
⊥]] = (idH − PX)[(T − z)[ψ⊥]] ∈ X⊥

und da H = X ⊕ X⊥ eine orthogonale Zerlegung ist, folgt (T − z)[ψ⊥] = 0 aus
(F.5) und ϕ ∈ X. Da für z ∈ ρ(T ) der Operator T − z bijektiv ist, folgt daraus
ψ⊥ = 0 und damit (T − z)−1[X] ⊆ X. Analog folgt (T − z)−1[X⊥] ⊆ X⊥ und mit
D((T − z)−1) = H = X ⊕ X⊥ folgt, daß X für jedes z ∈ ρ(T ) ein reduzierender
Unterraum von (T − z)−1 ist. Nach Satz F.2 gilt dann PX(T − z)−1 = (T − z)−1PX

und daher erhält man mit der Stoneschen Formel

〈PX [ϕ], ET (]−∞, b])[φ]〉 = 〈ϕ, PX [ET (]−∞, b])[φ]]〉

= lim
δց0

lim
εց0

1

2πi

b+δ
∫

−∞

〈

ϕ, PX

[(

(T − t− iε)−1 − (T − t+ iε)−1
)

[φ]
]

〉

dt

= lim
δց0

lim
εց0

1

2πi

b+δ
∫

−∞

〈

ϕ,
(

(T − t− iε)−1 − (T − t+ iε)−1
)

[PX [φ]]
〉

dt

= 〈ϕ,ET (]−∞, b])[PX [φ]]〉

für alle ϕ, φ ∈ H, also

PX ◦ ET (]−∞, b]) = ET (]−∞, b]) ◦ PX

b)⇒c) Für jedes ϕ, φ ∈ H stimmen nach Voraussetzung die beiden endlichen, komplexen
Maße ν : B(R) → C

B 7→ 〈φ, PX [ET (B)[ϕ]]〉
und η : B(R) → C

B 7→ 〈φ,ET (B)[PX [ϕ]]〉
auf

dem durchschnittstabilen Erzeugendensystem {]−∞, b] : b ∈ R} von B(R) überein,
also gilt ν = η und damit folgt PX ◦ ET (B) = ET (B) ◦ PX für alle B ∈ B(R).
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c)⇒a) Ist ϕ ∈ D(T ), also

∫

R

|t|2dµϕ,ϕ(t) <∞ und wegen

µPX [ϕ],PX [ϕ](B) = ‖ET (B)[PX [ϕ]]‖
2 = ‖PX [ET (B)[ϕ]]‖2 ≤ ‖ET (B)[ϕ]‖2 = µϕ,ϕ(B)

ist auch

∫

R

|t|2dµPX [ϕ],PX [ϕ] ≤

∫

R

|t|2dµϕ,ϕ < ∞ und daher PX [ϕ] ∈ D(T ). Ist

noch φ ∈ H, dann gilt µPX [φ],ϕ(B) = 〈PX [φ], ET (B)[ϕ]〉 = 〈φ, PX [ET (B)[ϕ]]〉 =
〈φ,ET (B)[PX [ϕ]]〉 = µφ,PX [ϕ](B) für alle B ∈ B(R) und daher gilt nach dem Spek-
tralsatz

〈φ, PX [T [ϕ]]〉 = 〈PX [φ], T [ϕ]〉 =

∫

R

tdµPX [φ],ϕ(t) =

∫

R

tdµφ,PX [ϕ](t) = 〈φ, T [PX [ϕ]]〉

also ist PX ◦ T ⊆ T ◦ PX und X ein reduzierender Unterraum zu T nach Satz F.2.

Lemma F.4. Es sei A : D(A) → H ein selbstadjungierter Operator mit Spektralmaß
EA : B(R) → L(H) und X ⊆ H ein reduzierender Unterraum für A mit orthogonaler
Projektion PX . Dann ist A|X : D(A) ∩X → X selbstadjungiert und

EA|X : B(R) → L(X)
B 7→ EA(B)|X

das Spektralmaß zu A|X .

Satz F.5. Es sei T : D(T ) → H selbstadjungiert und X ⊆ H ein reduzierender Unterraum
für T . Dann ist X auch reduzierender Unterraum zu f(T ) für meßbares
f : R → C.

Beweis. Es sei ET : B(R) → L(H) das Spektralmaß zu T und zu ϕ, φ ∈ H sei
µφ,ϕ : B(R) → C

B 7→ 〈φ,ET (B)[ϕ]〉
das zugehörige komplexe Maß. Ist ϕ ∈ D(f(T )), dann

ist

∫

R

|f |2dµϕ,ϕ <∞ und wegen

µPX [ϕ],PX [ϕ](B) = ‖ET (B)[PX [ϕ]]‖
2 = ‖PX [ET (B)[ϕ]]‖2 ≤ ‖ET (B)[ϕ]‖2 = µϕ,ϕ(B)

folgt dann

∫

R

|f |2dµPX [ϕ],PX [ϕ] ≤

∫

R

|f |2dµϕ,ϕ <∞,

also ist PX [ϕ] ∈ D(f(T )). Analog folgt auch (idH − PX)[ϕ] ∈ D(f(T )).

Ist g =
N
∑

k=1

λk1Bk
mit λ1, ..., λN ∈ C und B1, ..., BN ∈ B(R) eine einfache Funktion, dann
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ist g(T ) =
N
∑

k=1

λkET (Bk), also gilt nach Satz F.3

g(T ) ◦ PX =

(

N
∑

k=1

λkET (Bk)

)

◦ PX = PX ◦

(

N
∑

k=1

λkET (Bk)

)

= PX ◦ g(T ),

dh. für einfache Funktionen g ist g(T )[X] ⊆ X.

Ist nun allgemeiner h : R → [0,∞[ meßbar, ϕ ∈ D(h(T )) ∩X, also

∫

R

|h|2dµϕ,ϕ < ∞, so

wähle eine Folge (gn)n∈N von einfachen Funktionen mit gn(x) ր h(x) für alle x ∈ R. Da
h ∈ L2(µϕ,ϕ) Majorante ist, gilt dann

‖h(T )[ϕ]− gn(T )[ϕ]‖
2 = ‖(h− gn)(T )[ϕ]‖

2 =

∫

R

|h− gn|
2dµϕ,ϕ

n→∞
−→ 0. (F.6)

Wegen ϕ = PX [ϕ] ∈ D(h(T )) ∩ X ist gn(T )[ϕ] ∈ X und da X ein abgeschlossener
Unterraum ist, folgt h(T )[ϕ] ∈ X aus (F.6).
Ist nun f : R → C meßbar, ϕ ∈ D(f(T )) ∩X, so ist wegen

f(x) = (Re f)+(x)− (Re f)−(x) + i(Im f)+(x)− i(Im f)−(x)

und (Re f)+(x), (Re f)−(x), (Im f)+(x), (Im f)−(x) ≤ |f(x)| auch

∫

R

|h|2dµϕ,ϕ ≤

∫

R

|f |2dµϕ,ϕ <∞,

also ϕ ∈ D(h(T )) für h = (Re f)+, h = (Re f)−, h = (Im f)+ und h = (Im f)−. Der eben
bewiesene Teil zeigt dann (Re f)+(T )[ϕ], (Re f)−(T )[ϕ], (Im f)+(T )[ϕ], (Im f)−(T )[ϕ] ∈ X.
Nach Lemma E.9 gilt

f(T )[ϕ] =
(

(Re f)+(T )− (Re f)−(T ) + i(Im f)+(T )− i(Im f)−(T )
)

[ϕ] ∈ X,

dennX ist ein abgeschlossener Unterraum. Analog ist f(T )[ϕ] ∈ X⊥ für ϕ ∈ D(f(T ))∩X⊥

und damit ist X reduzierender Unterraum für f(T ).


