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F Reduzierende Unterriaume

Definition F.1. Es sei T : D(T') — H ein Operator im Hilbertraum H. Ein abgeschlosse-
ner Unterraum X C H heifit invariant unter 7', wenn T[X N'D(T)] C X gilt. In diesem
Fall wst durch

T|x : X ND(T)

N
© =

Tl¢]

ein Operator im Hilbertraum X definiert. Sind X und X+ invariant unter T und gilt
D(T) = (X ND(T)) + (X ND(T)), (F.1)
so heifit X ein reduzierender Unterraum von 7.

Satz F.2. Fssei T : D(T) — H ein Operator und X C H ein abgeschlossener Unterraum
von H, dann gilt:

a) X ist genau dann reduzierender Unterraum von T, wenn fir die orthogonale Pro-
jektion Px : H — H auf X gilt:

PxT C TPx. (F.2)

b) Ist'T dicht definiert und X reduzierender Unterraum von T, dann ist X auch redu-
zierender Unterraum von T* und (T'|x)* =T*|x, (T|x1)* =T"|x.

c) Ist T' dicht definiert und abgeschlossen, so ist X genau dann reduzierender Unter-
raum von T, wenn X reduzierender Unterraum von T ist.

Beweis.
a) ,=“: Ist X reduzierender Unterraum von 7', dann ist
D(PxT) =D(T) = (XND(T))+(X-ND(T)) € (XND(T)) + X+ =D(TPyx).

Wegen D(T') = (XND(T))+ (X+ND(T)) hat daher jedes p € D(T) eine Zerlegung
der Form ¢ = ¢ + ¢+ mit ¢ € X N D(T) und ¢+ € X+ ND(T), also ist ¢ = Px[¢]
und ¢+ = (idy — Px)[p] und damit folgt

T[Pxlel] = T[Pxl¢+¢7]] = T[Px[g]] =
= Px[T[¢] + Tlo"]] = Px[Tle]]

< Ist umgekehrt PxT' C TPy, so ist

T(¢] = Px[T[4]]

Py[D(T)] S D(T)  wnd  (idy — Px)[D(T)] € D(T)

—denn fiir p € D(T) ist Px[T'[¢]] € H und Px[T[¢]] = T[Px[¢]] also Px[g¢] € D(T)
und ebenso (idy — Px)[T[¢]] = T[] — T[Px[¢]] = Tl — Px[e]] € H, also
(idy — Px)lp] = ¢ — Px[g] € D(T). Damit hat jedes ¢ € D(T) die Form
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¢ = Px[¢] + (idy — Px)[¢] mit Px[¢] € X ND(T) und (idy — Px)[p] € X ND(T);
es gilt also (F.1). Fir ¢ € X N D(T) gilt

Tlp] = T[Px[pl] = Px[T[¢l] € X
und fiir o~ € X+ ND(T) gilt

Tlp'] = T[(idy — Px)le"]] = (idy — Px)[T[p"]] € X,
dh. X ist reduzierender Unterraum von 7.

b) Ist X reduzierender Unterraum fiir 7" und ¢ € D(T*), so gilt fiir jedes ¢ € D(T)

(Tl Px[9]) = (Px[Tl¢ll, v) = (T[Pxlell, ) = (Pxle], T"[¥])

dh. Px[¢] € D(T*) und T*[Px[¢]] = Px[T*[¢]] € X also auch T*[ X ND(T%)]] C X.
Mit ¢, Px[¢] € D(T*) ist auch (idy — Px)[¢] € D(T*) und

T*[(idy — Px)[¥]] = T[] = T*[Px[¢]] = T*[¢] — Px[T"[¢]]
= (idy — Px)[T"[¥]] € X+

also T*[ X+ ND(T*)] € X+ und jedes 1) € D(T*) schreibt sich als
Y = Px[Y] + (idy — Px)[Y] € (X N D(T7)) + (X N D(T))

dh. X ist reduzierender Unterraum zu T*. Ist ¥ € X N D(T*) = D(T*|x), so ist

D(T) — C stetig, dann ist die Einschrinkung X ND(T) — C
p = (U, Tlel) v = (U (T]x)[g])
stetig und damit auch W € D((T|x)*), das zeigt also D(T*|x) C D((T|x)*) und die

stetigen Fortsetzungen erfiillen (T*[¥], p) = ((T'|x)*[¥], ), also ist T*|x C (T'|x)*.
Ist U € D((T|x)*) € X, dann ist fiir ¢ € D(T')

(U, Tle]) = (¥, T[Pxle] + (idy — Px)[¢l])
= (U, T[Px[e]]) + (V, (idy — Px)[TTe]]) = (¥, (T]x)[Px[el])
= ((T1x)"[¥], Pxgl)

also ist D(T') — C stetig, dh. U € D(T*) und damit (T|x)* = T"|x.
p = (¥, Tg])
Analog folgt die Behauptung fiir X*.

¢) Ist T dicht definiert und abgeschlossen, so gilt T =T = (T*)*. Ist X reduzierender
Unterraum von 7', dann ist X nach (b) reduzierender Unterraum von 7*. Ist X re-
duzierender Unterraum von 7™, dann ist X nach (b) auch reduzierender Unterraum
von (T*)* =T =T.

]

Satz F.3. Es seiT : D(T) — H selbstadjungiert und Er : B(R) — L(#H) das Spektralmaf
2uT, X CH ein abgeschlossener Unterraum und Px die orthogonale Projektion auf X,
dann sind dquivalent:
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a) X ist reduzierender Unterraum fir T.

b) Fir alle b e R gilt

Py 0 Ex(] — 00,b]) = Ep(] — 00, b]) o Py. (F.3)

¢) Fiir alle B € B(R) gilt:

Beweis.
a)=b) Ist 2 € p(T) und ¢ € X, so schreibe (T — 2)7Yp] = ¢ + ¥+ mit
’QZ) = Px[(T — 2)71[@“ € X und ’QZ)J' = (ldH — Px)[(T — 2)71[90“ S X+, Dann

b)=-c)

gilt:
p=(T—=2)(T-2) "] =T -2 +v]= (T = 2)[¥] + (T - 2)["] (F.5)

Da X reduzierender Unterraum von 7' ist, gilt
(T = 2)[v'] = (T = 2)[(idy — Px)[¥]] = (ids — Px)[(T = 2)[0"]] € X+

und da H = X @ X+ eine orthogonale Zerlegung ist, folgt (T" — z)[¢t] = 0 aus
(F.5) und ¢ € X. Da fiir z € p(T') der Operator T' — z bijektiv ist, folgt daraus
Yt = 0 und damit (T — 2)7}[X] C X. Analog folgt (T — 2)7}[X*] € X+ und mit
DT —2)"Y) =H = X & Xt folgt, daB X fiir jedes z € p(T) ein reduzierender
Unterraum von (T — z)~! ist. Nach Satz F.2 gilt dann Px(T — 2)™' = (T — 2) "' Py
und daher erhélt man mit der Stoneschen Formel

(Px[e], Ex(] = 00,0])[¢]) = (¢, Px[Er(] — 00, b])[¢]])
_ %%%/@,PX (T —t —ie) ™ — (T —t +1ie)"Y) [¢] >dt

—0o0

b+6

- y{%?\r%ﬁ/@,((r’—t—ie)1—(T—t+z‘s)1)[PX[¢>]]>dt

—0o0

= (o, BEr(] — 00, b])[Px[¢]])
fiir alle p, ¢ € H, also

PXOET(]—OO,b]):ET(]—OO,b])OPX

Fiir jedes ¢, » € H stimmen nach Voraussetzung die beiden endlichen, komplexen
MaBe v:B(R) — C und n:B(R) — C auf

B v (6, PylEr(B)lgl) B v (6, Er(B)[Pxls])
dem durchschnittstabilen Erzeugendensystem {] — 0o, b] : b € R} von B(R) iiberein,
also gilt v = n und damit folgt Py o Er(B) = Ep(B) o Py fiir alle B € B(R).
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c)=a) Ist ¢ € D(T), also / |t|*dpiy (1) < 0o und wegen
R

prxielPxlel(B) = | Er(B)[Px[¢]]lI” = || Px[Ex(B)[II* < |1Er(B)[¢]lI* = 1o (B)

ist auch /|t|2dupx[¢],px[¢] < /|t|2du%¢ < oo und daher Px[p] € D(T). Ist
R R

noch ¢ € H, dann gilt pipyig)o(B) = (Px[¢l, Er(B)[¢]) = (¢, Px[Er(B)l#]l) =
(¢, Ep(B)[Px[¢]]) = 1o,y (B) fiir alle B € B(R) und daher gilt nach dem Spek-
tralsatz

(0. Pr(T1Al) = (Pslol. Tl = [t = [ tdissryia () = (6.T(Pxlel)
R R
also ist Px oT C T o Py und X ein reduzierender Unterraum zu 7" nach Satz F.2.

O

Lemma F.4. Es sei A : D(A) — H ein selbstadjungierter Operator mit Spektralmajs
Ey: B(R) — L(H) und X C H ein reduzierender Unterraum fir A mit orthogonaler
Projektion Px. Dann ist A|x : D(A) N X — X selbstadjungiert und

B : BR) — L(X)
B — Es(B)|x

das Spektralmaf$ zu Alx.

Satz F.5. EsseiT : D(T) — H selbstadjungiert und X C H ein reduzierender Unterraum
fir T. Dann ist X auch reduzierender Unterraum zu f(T) fir mefbares
f:R—=C.

Beweis. Es sei Er : B(R) — L(H) das Spektralmal zu 7" und zu ¢,¢ € H sei
teeo: BR) — C das zugehorige komplexe Mafl. Ist ¢ € D(f(T")), dann

B = (¢, Er(B)lg])
ist /]f|2duw < 0o und wegen
R

prgielpele) (B) = | Er(B)[Px[@llI* = |1 Px[Ex(B)[Pl]II° < | Ex(B)[¢]lI* = po0(B)

folgt dann

/|f|2d:qu[<PLPx[SO] < /|f|2d:u<,0790 < 00,
R R

also ist Px|[p] € D(f(T')). Analog folgt auch (idy — Px)[¢] € D(f(T)).

N
Ist g = Z Aplp, mit A, ..., Ay € Cund By, ..., By € B(R) eine einfache Funktion, dann
k=1
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N
ist g(T) = Z M Er(By), also gilt nach Satz F.3
k=1

g(T)o Py = (Z )\kET(Bk)> o Px = Pxo <Z )\kET(Bk)> — Py o g(T),

k=1 k=1

dh. fiir einfache Funktionen g ist g(7T)[X] C X.
Ist nun allgemeiner h : R — [0, co[ meBbar, ¢ € D(h(T)) N X, also /|h|2dp%¢ < 00, SO

R
wéhle eine Folge (g, )nen von einfachen Funktionen mit g, (x)  h(x) fiir alle z € R. Da

h € L*(u,,) Majorante ist, gilt dann

IR(T)le] = ga (Dl = [I(h = gu)(T)[e]I* = / [h = guldpg.p = 0. (F.6)

Wegen ¢ = Px[p] € D(h(T)) N X ist g,(T)][p] € X und da X ein abgeschlossener
Unterraum ist, folgt h(T")[p] € X aus (F.6).
Ist nun f: R — C meBbar, ¢ € D(f(T)) N X, so ist wegen

J(2) = (Re f)(x) — (Re f)_(2) + i(Im f) () — i(Im f)_ ()
und (Re f)(2), (Re f)_(«), (Im f). (2), (Im f)_ () < | f(2)] auch

/|h|2d,u<p,ap < / |f|2d:u<p,<p < 00,
R R

also ¢ € D(h(T)) fir h = (Ref)r, h=(Re f)_, h=(Im f)y und h = (Im f)_. Der eben
bewiesene Teil zeigt dann (Re £) (T)[¢], (Re f)_(T) ], (I f) - (T)[i], (Im f)_(T)lg] € X.
Nach Lemma E.9 gilt

F@)le] = ((Re )+ (T) = Re F)-(T) + i(lm )+ (T) — i(lm f)-(T)) [¢] € X.

denn X ist ein abgeschlossener Unterraum. Analog ist f(T)[¢] € X fiir ¢ € D(f(T))NX*
und damit ist X reduzierender Unterraum fir f(7). O



