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1. [Reell-projektive Rdume] Wir definieren fiir n € N den n-dimensionalen
reell-projektiven Raum wie folgt:

RP" = (R™\ {0})/ ~

mit (xg,...,2,) ~ (Azo, ..., A\x,) fiir A € R\ {0}. Elemente in RP" bezeichenen
wir auch mit [zg: -+ : xy).

Zeigen Sie, dass RP™ (mit der Quotienten-Topologie) durch folgende Karten
mit einer Struktur als glatte Mannigfaltigkeit versehen werden kann: Fiir U; :=
{lxo : -+ xy]|lx; # 0} definieren wir die Abbildung «; : U; — R™ mittels
Ri([xo s+t xn]) = (wo/ iy . i1 /s, T [Ty - Ty [ T).

2. Betrachten Sie die Abbildungen f, g, h : R® — R, die durch f(x,y, z) = expx cosy,
g(z,y,2) = 2> +y*2% und h(z,y, 2) = ysin z gegeben sind. Berechnen Sie df Adg
und df A dg A dh.

3. Sei M =R?\ {0}, f(z,y) = —o 9(@,y) = sz uwnd w = fdz + gdy. Gibt

es eine differenzierbare Funktion h : M — R mit dh = w?

4. Versuchen Sie, zu den Formen w = (zy* +yz* + 222)dx Ady A dz € Q*(R?) bzw.
w= 2y —4)dy Ndz + (y* — 22)dz ANdz + (3 — z — zy)dz A dy € Q*(R?) ein
o € Q*(R?) bzw. o € Q'(R?) zu finden, dass die Bedingung do = w erfiillt.

5. Sei f: M — N eine differenzierbare Abbildung glatter Mannigfaltigkeiten und
seien w,n € Q*(N). Zeigen Sie, dass f*(wAn) = ffwA f*n.

6. [Existenz von Buckelfunktionen| Zeigen Sie: Fiir beliebige 0 < €1 < €3 < €3
und n € N existiert eine glatte Funktion f : BY (0) — [0, 1], die die Bedingungen
f=1auf B! (0) und f =0 auf B, (0) \ BZ,(0) erfiillt.

7. (x) [Einbettung von Mannigfaltigkeiten] Zeigen Sie, dass jede kompak-
te differenzierbare Mannigfaltigkeit M in einen euklidischen Raum eingebet-
tet werden kann, d.h. dass ein m € N und eine differenzierbare Abbildung
L M — R™ existieren, so dass ¢(M) eine Untermannigfaltigkeit von R™ ist
und ¢ : M — (M) ein Diffeomorphismus ist.

Hinweis: Konstruieren Sie fiir 0 < r < R < oo eine glatte Abbildung f :
Br(0) € R — S™, die B,(0) diffeomorph auf S™ \ {N} und Bg(0) \ B,(0) kon-
stant auf N abbildet. Finden Sie nun eine Einbettung von M in (S™)* C (R™*1)*.



