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UBUNGSBLATT 5

Abgabe am Montag, 23.11.2009 bis 10:00 Uhr im Ubungskasten dieser Vorlesung.

Bitte Beachten Sie: Mit einem x versehene Aufgaben sind nicht fiir die
Klausuren relevant! Sie sollen lediglich Thr Interesse wecken.

1. Essei F' : R — [0, 00) eine Funktion mit den folgenden Eigenschaften:

(i) F ist beschriankt,

(ii) F ist monoton wachsend und lim, ,_, F(x) =0,

(iii) F ist linksseitig stetig.
Zeigen Sie die Existenz sowie die Eindeutigkeit eines endlichen Mafles u auf B*,
welches fiir alle z € R die Gleichung F/(z) = p((—o0,z)) erfiillt.

Hinweis: Verfahren Sie analog zur Konstruktion des Lebesque-Mafes auf Bt.
Zeigen Sie also unter Verwendung von (i) die Existenz eines Inhaltes p auf F!
mit p([a,b)) = F(b) — F(a), welcher o-additiv (also ein endl. Primaf) auf F*

ist. Wenden Sie den Fortsetzungs- bzw. Eindeutigkeitssatz der Vorlesung an.

2. Zeigen Sie den folgenden Satz von Steinhaus:

Ist A € £ mit \"(A) > 0, dann existiert 6 > 0 mit der Eigenschaft, dass
AN (z+ A) # 0 fir alle x € R™ mit ||z]| < .

Hinweis: Arqgumentieren Sie, dass Sie ohne Finschrdankung die Beschrdnktheit
von A annehmen diirfen. Uberlegen Sie sich, dass es dann eine kompakte Menge
K sowie eine offene Menge U mit K C A C U gibt, so dass \N(K) < 2A(U).
Folgern sie den Satz unter Benutzung der Aufgabe (3) des 4. Tutoriumblattes.

3. Zeigen Sie die Existenz der folgenden Zerlegung fiir invertierbare Matrizen:

Es sei A € GL(n,R), dann existieren zwei Matrizen O, 0’ € O(n) sowie eine
Diagonalmatrix D mit positiven Eintrégen, so dass A = ODO'.

Hinweis: Betrachten Sie die Matriz A'A, diese ist symmetrisch und in die-
sem Sinne positiv definit. Es existiert also eine positiv definite Matrixz A’ mit

(A")? = A'A. Schauen Sie die Matrizen A(A")™! und (A(A’)*l)t scharf an.

Bitte wenden



4. Untersuchen Sie das Transformationsverhalten des Lebesgue-Mafles A" auf £"
unter invertierbaren affin-linearen Abbildungen:

Es sei ¢ : R" — R™ gegeben durch ¢(z) := Az + b fir A € GL(n,R) und
b € R™. Zeigen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Ist A eine Diagonalmatrix mit positiven Eintrdgen ay, ..., a,, dann gilt:
O A = (ag .. ay)Tt A
(b) Fur A € GL(n,R) beliebig gilt allgemein:
0 A" = |det A|71 - A"

Hinweis: Argumentieren Sie fiir den ersten Aufgabenteil die Invarianz des Raum-
es der Quader unter Diagonalmatrizen. Nutzen Sie dann den in der Vorlesung
bereitgestellten Satz diber die Bewegungsinvarianz des Lebesque-Mafies.



