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1 Topologie in metrischen Raumen

Normierte und metrische Raume

Erinnerung 1.1. Die Elemente des R" sind Tupel z = (z1,...,2,) mit z; € R, i =
1,...,n. Der R" ist ein R-Vektorraum bzgl. der komponentenweisen Addition und Ska-
larmultiplikation

r+y=(r1+yi, -, Tn+Yn) fir z,y, € R"

Az = (Azy, ..., Axy,) fir A e R,z € R".

Auf V' = R"™ haben wir das (Standard)skalarprodukt

<:U7y> = <($17 cee axn)a (yh s 7yn)> = T11 +-+ TnYn-

Mittels des Skalarprodukts konnen wir die Standard- oder euklidische Norm (oder Léinge)

definieren:
lall = /(5 2) = \fa2 4+ + a2,



Diese hat folgende Eigenschaften:

(N1) ||| > 0 fiir alle z € V

(N2) |lz]| =0 2=0 (positiv definit)

(N3) | Az|| = |A| - ||z|| fur alle A e R,z € V (Homogenitét)

(N4) |z +y| < |lz||+ [Jy| fir alle z,y € V (Dreiecksungleichung)

Der Abstand zwischen zwei Punkten z und y im R™ ist ||z — y||.

Beweis der Eigenschaften. (vgl. LA Lemma 4.5) - sind klar. Fiir benutze
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung |(z,y)| < ||z|| - [|y]|:

lz+yl*=(z+y,z+y) = (z,2) + (z,y) + (y.2) + (1, y)
= ||z + 2(z,y) + |yl < =]+ 2l - Iyl + [y)* = (=] + [ly])?

Allgemeiner definiert man:

Definition 1.2. Ein normierter R-Vektorraum ist ein Paar (V, ||.||) bestehend aus einem
R-Vektorraum V' und einer Abbildung (der Norm)

[-[I: V= Rxo,
welche die Eigenschaften (N1)) bis (N4) erfillt.

Beispiel 1.3.  (a) Ist V' ein R-Vektorraum und (.,.) ein Skalarprodukt auf V', so defi-
niert ||z|| := /(z,z) eine Norm auf V.

(b) Betrachte die beiden Abbildungen ||.||1,].[|«: R" = R,

[zl = lza] + - + 2] (1-Norm) und

| z]|oo := max{|z1|,...,|za|} (Max-Norm,).

Auch dies sind Normen auf R” (Ubung). Sie kommen nicht von einem Skalarpro-
dukt her. Sie unterscheiden sich nicht wesentlich von der euklidischen Norm, denn
es gelten:

[2llo0 < [l < V/nll2]loo,
2]l < [l < nfl2 o

(c) Sei X eine Menge. Dann ist

B(X,R)={f: X = R:sup|f(z)| < oo},
reX



bzgl. punktweiser Addition und Skalarmultiplikation

(f +9)(x) = f(z) + g(z) (f,9 € BIX,R),z € X)
(Af)(x) = Af () (AeR,feB(X,R),z € X)

ein R-Vektorraum, der Vektorraum der beschrinkten R-wertigen Funktionen auf
X. Definiere

[lloo: B(X,R) = R, || flloo := sup{[f(2)] - 2 € X}.
Dies ist eine Norm auf B(X,R). [Fiir X = {1,...,n} ist dies einfach R"™ mit der
Max-Norm.]
Beweis. (N1|) — (N3) sind einfach. Dreiecksungleichung;:

1f + gl = sup{|f(z) + g(z)| : € X}
< sup{|f(2)| + |9(z)| : v € X}
<sup{|f(z)|:z € X} +sup{|g(z)| : z € X}
= [|fllec + llgllco-

(d) Seien I = [a,b] C R ein Intervall und
C(I,R)={f:1—R: f stetig }

der Vektorraum der stetigen Funktionen auf 7. Sei p € [1,00). Mit f ist auch die
Funktion | f|P stetig und damit integrierbar. Man kann zeigen, dass

e oy & ity ([ @pas)

eine Norm (“p-Norm”) auf C'(I,R) definiert.

(e) Es kann sehr unterschiedliche Normen auf demselben Vektorraum geben: Z.B. ist
auf dem Vektorraum C(/,R) aus[(d)] auch die sup-Norm

[flloc := sup{|f(z)| - x € I}

eine Norm.

Erinnerung 1.4. Sei (zy)ren eine Folge in R. Man sagt, die Folge (x)ren konvergiere
gegen ein a € R, falls fiir alle ¢ > 0 ein N € N existiert so, dass |z, — a| < € fiir alle
k> N.

Dieser Konvergenzbegriff lasst sich sofort auf normierte Rdume {ibertragen. Mehr
noch, es wird nur der Abstand der Punkte z; und a benétigt, nicht die Norm als solche.
Dies fiihrt auf den Begriff des metrischen Raumes:



Definition 1.5. Ein metrischer Raum ist ein Paar (X, d) bestehend aus einer Menge X
und einer Abbildung d: X x X — R (der Metrik), welche folgende Eigenschaften erfiillt:

(M1) d(z,y) > 0 fiir alle x,y € X,

(M2)  d(ry) =0 a=y,

(M3) d(z,y) = d(y,x) fir alle z,y € X, (Symmetrie)

(M4) d(z,z) <d(x,y) + d(y, z) fir alle z,y, z € X. (Dreiecksungleichung)

Beispiel 1.6.  (a) Ist (V,|.]|) ein normierter Vektorraum, so definiert d(z,y) := ||z —y/|
eine Metrik auf V.

(b) Auf jeder Menge X kann man die triviale oder diskrete Metrik definieren durch

d(z, y) 0, fallsz=y
T,y) =
Y 1, falls x #y.

(c) Ist (X,d) ein metrischer Raum, und ist ¥ C X eine Teilmenge, so erhilt man
durch Einschranken von d auf Y x Y eine Metrik Y.

(d) Betrachte die Menge aller 0-1-Folgen {0, 1} = Abb(N, {0,1}). Fiir zwei Folgen
(k)ken und (yr)ren sei ko := inf{k € N : 2y # yp} € NU {o0}. Setze

d((zk)kens (Yk)ken) == 9~ ko
wobei 27°° := (. Dies definiert eine Metrik auf {0, 1}".

(e) Fixiere eine Primzahl p. Jede rationale Zahl x € Q \ {0} lasst sich in der Form
x=p"- 2 mit k € Zund m,n € Z\ {0} nicht durch p teilbar schreiben. Dabei ist
k eindeutig bestimmt. Setzte |z|, := p~™* und |0], := 0. Dann definiert d,(x,y) :=
|z — y|, eine Metrik auf Q (die p-adische Metrik).

Folgende Variante der Dreiecksungleichung ist oft niitzlich:

Lemma 1.7 (“Inverse Dreiecksungleichung”). Sind z,y, z Punkte im metrischen Raum
(X,d), so gilt
|d<x7y) - d(.ﬁl], Z)| < d(y7 Z)‘

Beweis. Nach der Dreiecksungleichung gelten

d(z,y) <d(z,z) +d(z,y) = d(z,2) +d(y,2) < d(z,y) —d(z,2) <d(y, 2),
Zusammen ergibt das |d(x,y) — d(x, 2)| < d(y, z), wie gewiinscht. O



Folgen und Konvergenz

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Wir schreiben oft einfach nur X.

Definition 1.8. Eine Folge (zx)reny = (21, 22, ... ) in X konvergiert gegen a € X & fiir
alle ¢ > 0 in R gibt es ein N € N so, dass d(z,a) < € fiir alle & > N. Schreibweise:
limy_,o T, = a oder zy, Ny

Eine Folge (zx)reny in X heiit Cauchyfolge :< fiir alle € > 0 gibt es ein N € N so,
dass d(xy, z;) < € fir alle k,1 > N.

Bemerkung 1.9. (a) Jede konvergente Folge ist eine Cauchyfolge. Denn konvergiert
(k)ren gegen a € X, so folgt aus der Dreiecksungleichung d(z, ;) < d(zx,a) +
d(a,x;) < e fiir k,1 > N, falls N so gewdhlt ist, dass d(zy,a) < § fiir alle k > N.

(b) Grenzwerte sind eindeutig: Konvergiert die Folge (xy)ren sowohl gegen a als auch
gegen b, so gilt a = b. Falls nicht, wire € := d(a,b)/2 > 0 und es gibe N,, N, € N
so, dass d(xp,a) < e fir alle & > N, und d(x,b) < € fir alle & > N,. Fiir
k > max{N,, N,} wiirde dann gelten:

d(a,b) < d(a,zy) + d(zg,b) < €+ € = d(a,b),

Widerspruch.

Im Folgenden sei R™ mit der durch die euklidische Norm gegebenen Metrik (der eu-
klidischen Metrik) versehen. Wie sehen dann konvergente Folgen im R™ aus?

Satz 1.10. Sei (x)ken eine Folge im R"™, wobei xp = (xg1, ..., Try). Genau dann kon-
vergiert die Folge (vg)ken gegen a = (ay, ..., ay,), wenn fir jedes i = 1,...,n die Kom-
ponentenfolge (x;)ren in R gegen a; konvergiert.

Beweis. “=:" Angenommen, die Folge (x})ren konvergiert gegen a. Zu gegebenem € > 0
gibt es dann ein N € N so, dass ||z, — a|| < € fiir alle K > N. Fiir jedes i = 1,...,n gilt
dann

|z — a;] < ||z —al| < e fiir k> N.

D.h. limg_yoo T1; = a;.
“«=:" Nun gelte limy_,o x; = a; fiir alle i = 1,...,n. Sei € > 0 gegeben. Dann gibt es
N; € N so, dass

T — a;] < € = _ fir k > N;.

NZD
Fiir £ > N := max{Ny,..., N,} gilt dann

n
ok —all = | D lows — aif? < vne' =e.
=1

D.h. limy_oo 2 = a. ]



Beispiel 1.11. Wir betrachten den normierten Raum B(N,R) aus Beispiel [1.3(c)| Die
Elemente von B(N,R) koénnen als beschriinkte Folgen in R aufgefasst werden. Sei ¢’ €
B(N,R) dasjenige Element mit ¢’(n) = 0 fiir n # i, e'(n) = 1 fiir i = n. Betrachte
nun die Folge (¢F)reny in B(N,R). Fiir jedes n gilt dann limy .., e*(n) = 0 aber die
Folge (€")ren konvergiert nicht in B(N,R). Begriindung: (e*)pey ist nicht einmal eine
Cauchyfolge, denn fiir k # [ ist ||e* — e!||oo = 1.

Mit Hilfe des Satzes kénnen wir einige von R bekannte Aussagen direkt auf den
R™ iibertragen:

Satz 1.12. In R™ konvergiert jede Cauchyfolge, d.h. R™ ist vollstindig.

Beweis. Sei (xy)geny mit x = (Tg1,...,Tr,) eine Cauchyfolge in R™. Da |zy; — x| <
|| e — || fiir jedes i = 1,...,n gilt, ist jede Komponentenfolge (z4;)ren eine Cauchyfolge
in R. Da R vollstandig ist (Anal, Satz 2.57), konvergiert (xy;)reny in R fiir i = 1,...,n.
Nach Satz konvergiert also (z)ren in R™. O

Definition 1.13. Ein metrischer Raum heifit vollstdndig, wenn in ihm jede Cauchyfolge
konvergiert. Einen normierten R-Vektorraum, der mit der durch die Norm gegebenen
Metrik vollsténdig ist, nennt man Banachraum.

Beispiel 1.14. Der Vektorraum C([0,1],R) mit der 1-Norm aus Bsp. [1.3(d)| ist nicht
vollsténdig: Betrachte z.B. die Folge von Funktionen ( fx)ren mit

1 fir0<az<3i
fol@)=q —kz+1+% firj<z<j+q
0 firi 4+ <z<1

Dies ist eine Cauchyfolge, die nicht konvergiert.

Stetigkeit

Es gibt viele verschiedene Charakterisierungen von Stetigkeit. Wie in Analysis 1 benut-
zen wir das “e-0”-Kriterium als Definition und beweisen dann das Folgenkriterium. Im
néchsten Abschnitt werden wir noch ein weiteres Kriterium kennenlernen.

Definition 1.15. Seien X und Y metrische Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heift
stetig im Punkt a € X, wenn gilt: Zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0 so, dass

d(f(x), f(a)) < e fiir alle z € X mit d(z,a) <.
Die Abbildung f heifit stetig, wenn sie in jedem Punkt aus X stetig ist.
Beispiel 1.16. (a) Auf jedem metrischen Raum X ist die Identitét idy : X — X stetig.

(b) Sei X ein metrischer Raum und sei zp € X. Dann ist die Funktion f: X — R,
x +— d(z,xp), stetig. Denn nach der inversen Dreiecksungleichung gilt fiir beliebige
r,a € X

|f(x) = fla)| = [d(z, x0) — d(a, z0)| < d(x,a);

wir konnen also stets 0 := € wahlen.



(¢) Wir betrachten C([0,1],R) mit der durch die Supremumsnorm |.|| gegebenen
Metrik. Die Abbildungen

e O(0. 1L B) = B, (/) = f(3)
und
I: C([0,1],R) — / f(x)dz
sind stetig. Denn fiir f,g € C([0,1],R) gilt |f(z) — g(z)] < ||f — 9|l fiir alle
z € [0,1] und]]

| (@) = glw))de

/ f(z) = g(@)lde

<1 lf =9l

Wir konnen also in beiden Fallen § = € wahlen.

[1(f) = 1(g)l =

(d) Sei C'([0,1],R) C C([0,1],R) der Vektorraum der stetigen Funktionen auf [0, 1]
die auf (0, 1) stetig differenzierbar sind. Wir versehen C*([0, 1], R) wieder mit der
Supremumsnorm ||.||«. Die Abbildung

D: CY([0,1],R) = R, D(f)= f’(%)

ist nicht stetig. Z.B. liefert fj,(x) =  cos(kmz) eine Folge (fk)keN in C'([0,1],R),
welche gegen die Nullfunktion konvergiert. Aber D(f;) = —7sin(£F), d.h. die Folge

reeller Zahlen (D( fx))ren konvergiert nicht.

Satz 1.17 (Folgenkriterium fiir Stetigkeit). Seien X,Y metrische Riume. Die Abbildung
f: X =Y ist genau dann stetig in a € X, wenn gilt: Fir jede Folge (xp)ken in X mit
limy oo T = a gilt limg_,o f(zx) = f(a).

Beweis. “=:" Sei f stetig in a € X. Sei (zy)ren eine Folge in X mit limy o 2 =
a. Zu zeigen: limy_ o f(zx) = f(a). Sei also € > 0 gegeben. Dann gibt es § > 0 so,
dass d(f(x), f(a)) < € fir alle z € X mit d(z,a) < 6. Wihle nun N € N so grof,
dass d(zg,a) < ¢ fir alle & > N. Dann gilt d(f(zx), f(a)) < € fiir alle & > N, d.h.

“<:” Angenommen f ist nicht stetig in a. Wir konstruieren eine Folge (zy)reny mit
limy o0 2 = @ so, dass (f(xx))ren nicht gegen f(a) konvergiert. Da f nicht stetig in a
ist, gibt es ein € > 0 mit folgender Eigenschaft: Fiir jedes § > 0 gibt es ein x € X mit
d(xz,a) < § aber d(f(x), f(a)) > €. Insbesondere finden wir zu jedem k € N ein z; € X
mit d(zg,a) < % aber d(f(xy), f(a)) > e. Nach Konstruktion gilt dann limy_,.. 25 = a,
aber (f(zg))ken kann nicht gegen f(a) konvergieren. O

! Allgemein: Sind a < b reelle Zahlen und ist h: [a,b] — R integrierbar, so gilt nach Anal, Satz 6.8:
b b b
| [, M)da] < [ [h(z)|de < [ [|hllocdz = (b — a)[|h]|oo-



Wie zeigt man nun z.B., dass die Abbildung

1’3 5
R x R* = R? (z,9) — (COS?I)>

stetig ist?

Satz 1.18 (“Verkettung stetiger Abbildungen ist stetig”). Seien X, Y, Z metrische Rdume,
und f: X =Y und g: Y — Z Abbildungen. Ist f stetig in a € X und g stetig in f(a),
so ist auch g o f stetig in a.

Beweis. Wir benutzen das Folgenkriterium. Ist (zy)ren eine Folge in X mit lim z; = a,
so konvergiert wegen der Stetigkeit von f in a die Folge (f(zx))ren gegen f(a). Wegen
der Stetigkeit von g in f(a) konvergiert dann (g(f(xx)))ren gegen g(f(a)). O

Beachte: Eine Abbildung f: X — R ist ein n-Tupel von Abbildungen f = (fi,..., fa)
mit f;: X — R. Damit haben wir:

Satz 1.19. Sei X ein metrischer Raum. Eine Abbildung f = (f1,..., fn): X — R™ ist
genau dann stetig (in a € X ), wenn alle f;: X — R (in a) stetig sind.

Beweis. Dies folgt aus den Satzen und [1.17] O]

Will man in der Praxis die Stetigkeit einer Abbildung zeigen, so kommt man oft mit
den beiden vorangehenden Sétzen und folgenden “Grundbausteinen” aus.

Satz 1.20. Folgende Abbildungen sind stetig:
(a) add: RxR =R, (z,y)—~x+y,
(b) mult: RxR =R, (z,y) — zy,
(c) inv: R* - R*, x>z L.

Beweis. Dies ist schon aus der Analysis 1 bekannt und hier nur der Vollstandigkeit halber
wiederholt. Man kann z.B. das Folgenkriterium mit Anal Sétze 2.37, 2.38 verwenden. [

Korollar 1.21. Sei X ein metrischer Raum, und seien f,qg: X — R stetige Abbildungen.
Dann sind auch die Abbildungen f+ g: X — R, x — f(z) + g(x), und fg: X — R,
x> f(x)g(z), stetig.

Gilt noch g(x) # 0 fir alle v € X, so ist auch 5: X >R z— %, stetig.

Beweis. Wir zeigen exemplarisch die letzte Aussage. Wir schreiben 5 als Verkettung

X (f9) R x RX id X inv R x R* mult R.

Die einzelnen Abbildungen sind stetig nach Satzen und und damit auch ihre
Verkettung § nach Satz|1.18 m




Offene und abgeschlossene Teilmengen

Im Folgenden sei X = (X, d) stets ein metrischer Raum.

Notation 1.22. Fiir a € X und r > 0 bezeichne
B.(a) :={x € X : d(x,a) < r}
die (offene) Kugel oder den Ball um a vom Radius r.

Definition 1.23. (a) Eine Teilmenge V' C X heifit Umgebung des Punktes a € X,
falls es ein € > 0 mit B.(a) C V gibt.

(b) Eine Teilmenge U C X heifit offen, falls sie Umgebung jedes ihrer Punkte ist, d.h.
wenn fiir jedes x € U ein € > 0 existiert mit B.(a) C U.

Beispiel 1.24.  (a) Seien a < breelle Zahlen. Dann sind (a, b), (—o0, a) und (b, 0o) offen:
Fiir z € (a,b) setze € := min{z — a,b — z}; dann ist B.(z) = (x —€,x +¢€) C (a,b)
und daher (a,b) eine Umgebung von z. Die Intervalle [a,b] und [a,b) sind nicht
offen, aber Umgebungen jedes Punktes x € (a, b).

(b) Offene Kugeln sind offen: Ist X ein metrischer Raum, a € X, r > 0, dann ist
B, (a) offen: fir z € B,(a) gilt ja d(z,a) < r, also € := r — d(z,a) > 0, und
wegen der Dreiecksungleichung gilt B.(x) C B,(a); ist ndmlich y € B.(x), so gilt
d(y,a) < d(y,z) +d(z,a) < e+d(z,a) =r.

(c) Wir betrachten Z C Q mit der p-adischen Metrik aus Beispiel [1.6(e)| fir eine
Primzahl p. Dann sind

ZopLOp*ZL> ...

offene Kugeln um 0.
Satz 1.25. Sei X ein metrischer Raum.
(a) Die Teilmengen ) und X sind offen.

(b) Endliche Durchschnitte offener Mengen sind offen: Sind Uy, ..., U, C X offen, so
auch UyN---NU,.

(c) Beliebige Vereinigungen offener Mengen sind offen: Ist I irgendeine Indexmenge
und Uy, i € I, eine Familie offener Teilmengen von X, so ist auch |J,c;U; € X

offen.

Beliebige Durchschnitte offener Mengen miissen hingegen nicht offen sein: Z.B. ist
Noen(—%,+1) = {0} C R nicht offen.

n’



Beweis. (a) Die Menge X ist Umgebung jedes x € X, also offen. Die leere Menge ist
offen, weil es gar keine Bedingung gibt.

(b) Seien Uy, ..., U, C X offen, und sei © € U :=(;_, U;. Da jedes U; offen ist, gibt
es ein ¢; > 0 mit B, (z) C U;. Fiir € := min;—; __, ¢ gilt dann € > 0 und B.(z) C U, d.h.
U ist Umgebung von x. Da x € U beliebig war, ist U offen.

(c) Seien U;, i € I, offen, und sei x € U := |J,; U;. Dann gibt es ein i € I mit x € U;.
Da U; C X offen ist, gibt es € > 0 mit B.(z) C U;. Also auch B.(z) C U, und daher ist
U offen. m

Satz 1.26. Secien X,Y metrische Riume. Eine Abbildung f: X — Y ist genau dann
stetig (auf ganz X ), wenn fir jedes offene U C'Y auch das Urbild f~2(U) C X offen
15¢.

Beweis. “=:" Sei f stetig und sei U C Y offen. Wir haben zu zeigen, dass f~}(U) C X
offen ist. Sei also a € f~1(U). Da U offen ist und f(a) € U, gibt es ein € > 0 mit
B.(f(a)) CU. Da f stetig ist, gibt es ein 6 > 0 so, dass d(f(z), f(a)) < € fiir alle x € X
mit d(x,a) < §. D.h. f(Bs(a)) C B(f(a)). Also gilt Bs(a) € f~'(U) und daher ist
f~HU) offen.

“<:” Nun gelte umgekehrt, dass die Urbilder offener Mengen offen sind. Sei a € X.
Wir zeigen, dass f in a stetig ist. Sei also € > 0 gegeben. Da B.(f(a)) C Y offen ist, ist
nach Voraussetzung auch f~'(B.(f(a))) C X offen. Insbesondere gibt es ein § > 0 mit
Bs(a) C f~1(B(f(a))). D.h. aber d(f(x), f(a)) < € fiir alle z € X mit d(z,a) < . Also
ist das e-0-Kriterium erfiillt und f stetig in a. O

Definition 1.27. Eine Teilmenge A eines metrischen Raums X heift abgeschlossen,
wenn ihr Komplement X \ A C X offen ist.

Beispiel 1.28.  (a) Sind a < b reelle Zahlen, so sind die Intervalle [a,b] und auch
(—o0,al, [b,00) abgeschlossen, denn ihre Komplemente (—o0,a) U (b,00) bzw.

(a,00) bzw. (—o0, b) sind offen nach Beispiel |1.24(a){ und Satz

(b) Punkte sind stets abgeschlossen: Ist X ein metrischer Raum und a € X, so ist
{a} € X abgeschlossen. Denn ist z € X \ {a}, so ist € := d(z,a) > 0 und
B.(z) € X \ {a}, also X \ {a} C X offen.

(¢) X und 0 sind stets abgeschlossen, denn ihre Komplemente () bzw. X sind offen
nach Satz [1.25] Die Aussagen (b) und (c) des Satzes liefern: Endliche Ver-
einigungen abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen, beliebige Durchschnitte
abgeschlossener Mengen sind abgeschlossen.

(d) Auch offene Kugeln kénnen abgeschlossen sein: Z.B. in {0, 1} oder in Z mit der
p-adischen Metrik.

Satz 1.29. Sei X ein metrischer Raum. Eine Teilmenge A C X ist genau dann abge-
schlossen, wenn sie folgenabgeschlossen ist, d.h. wenn gilt: Ist (xy)gen eine Folge von
Punkten x € A, die gegen x € X konvergiert, so ist v € A.
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Beweis. “=-:" Sei A C X abgeschlossen und sei (z)ren eine Folge in A mit limy_, o 2 =
x. Angenommen, x ¢ A. Da X \ A offen ist, gibt es ein € > 0 mit B.(z) C X \ A. Da
(xk)ken gegen x konvergiert, gilt zy, € Be(z) fir k grofl genug, im Widerspruch zu x;, € A.

“<:” Angenommen, A ist nicht abgeschlossen. Dann ist X \ A nicht offen, d.h. es
gibt einen Punkt 2z € X \ A, so dass fiir jede e-Kugel B.(z) gilt, dass A N B.(z) # 0.
Insbesondere finden wir fiir jedes k € Nein x, € ANB 1 (x). Nach Konstruktion ist dann

(x)ken eine Folge von Punkten in A, die gegen x € X \ A konvergiert. Also ist A nicht
folgenabgeschlossen. O

Definition 1.30. Seien X ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Ein Punkt
x € X heifit Randpunkt von Y, wenn in jeder Umgebung von = sowohl ein Punkt aus Y
als auch ein Punkt aus X \ Y liegt, d.h. wenn fiir jedes ¢ > 0 gilt: B.(x) NY # () und
B(x)N(X\Y) #0.

Die Menge aller Randpunkte (der Rand) von Y wird mit dY bezeichnet.

Ein Randpunkt von Y braucht also selbst kein Punkt von Y zu sein.

Beispiel 1.31.  (a) Sei Y} = B,(0) € R™ die offene Kugel vom Radius > 0 um 0.
Dann gilt 0Y; = {x € R : ||z|| = r}. Fiir Y2 = {z € R" : ||z|| < r} gilt genauso
Yy ={z e R": ||z|| =r}.
Fiir beliebige metrische Rdume X ist die analoge Aussage 0B,.(a) = {z € X :
d(xz,a) = r} im Allgemeinen nicht richtig.
(b) Fiir Q C R gilt 0Q = R, da es in jeder e-Umgebung (= — €, z +¢€) einer reellen Zahl

x sowohl rationale als auch irrationale Zahlen gibt.

(c) Die Definition des Randes ist symmetrisch in Y und dessen Komplement X \ Y.
Also gilt oY = 0(X \ Y).

Satz 1.32. Seien X ein metrischer Raum und Y C X eine Teilmenge. Dann gelten:
(a) Die Teilmenge Y=Y \ Y C X ist offen.
(b) Die Teilmenge Y :=Y UQY C X ist abgeschlossen.
(¢) Der Rand 0Y C X ist abgeschlossen.

Man nennt }O/ das Innere von Y und Y den Abschluss von Y.

Beweis. (a) Seia € Y. Daa € Y und a kein Randpunkt von Y ist, gibt es ein € > 0 mit
B.(a) CY. Da B(a) offen ist, ist es Umgebung jedes Punktes von B.(a). Also ist kein

Punkt von B.(a) ein Randpunkt von Y, d.h. wir haben sogar B.(a) C Y. Daher ist Y
offen.

(b) Es gilt X \7_: (X\Y)\0Y.DadY =09(X \Y) nach Bsp.|1.3 ist dies offen
nach (a). Also ist Y abgeschlossen.

(¢) Esgilt oY =Y\Y = YN(X\Y). Nach (a) bzw. (b) sind X\Y und Y abgeschlossen.
Also ist auch 9Y als deren Schnitt abgeschlossen. m
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Kompakte Teilmengen

Wir fithren noch den Begriff der kompakten Teilmenge eines metrischen Raumes ein.
Dieser spielt unter anderem deswegen eine wichtige Rolle, weil jede stetige R-wertige
Funktion auf einer kompakten Teilmenge ein Maximum und ein Minimum annimmt.

Erinnerung 1.33. Der Satz von Bolzano-Weierstraf (fiir R) besagt, dass jede beschrénkte
Folge reeller Zahlen eine konvergente Teilfolge besitzt (Anal, Satz 2.65). Da fiir a,b € R
das Intervall I = [a, b] beschrankt und folgenabgeschlossen ist, besitzt auch jede Folge
(xk)ken von Elementen aus I eine konvergente Teilfolge in I, d.h. auch der Grenzwert
dieser (jeder) konvergenten Teilfolge liegt in /.

Fiir allgemeine metrische Rédume ist die analoge Aussage aber falsch. Betrachte z.B.
den normierten Raum B(N,R) mit ||. || und darin die Folge (e*)xcn wie in Beispiel [1.11]
Da ||e*||o = 1 fiir alle k € N gilt, ist die Folge beschréinkt. Da aber fiir k # [ auch
|e* — €!||c = 1 ist, ist keine Teilfolge von (e*)yen Cauchyfolge; erst recht gibt es keine
konvergenten Teilfolgen.

Eine Teilmenge eines metrischen Raumes, fiir die die analoge Aussage gilt, nennt man
(folgen)kompakt (vgl. Anal Def. 3.23):

Definition 1.34. Ein metrischer Raum X heifit folgenkompakt oder einfach kompakiﬂ
wenn jede Folge in X eine konvergent Teilfolge besitzt.

Eine Teilmenge A C X heifit (folgen)kompakt, wenn A mit der Teilraummetrik (siche
Bsp. (folgen)kompakt ist, d.h. wenn jede Folge (zj)reny von Punkten z; € A eine
Teilfolge besitzt, die gegen einen Punkt a € A konvergiert.

Zwei wichtige, direkte Konsequenzen der Definition sind die folgenden beiden Sétze:

Satz 1.35. Sei X ein kompakter metrischer Raum, und sei f: X — R eine stetige
Funktion. Dann nimmt f sein Maximum und Minimum an, d.h. es gibt a,b € X so,
dass

f(a) =sup{f(x):z € X} f(b) =inf{f(x):z € X}.
Insbesondere ist f beschrinkt.

Beweis. Nach Definition des Supremums gibt es eine Folge in {f(x) : = € X} die
gegen sup{f(z) : = € X} konvergiert. D.h. es gibt eine Folge (zy)reny in X so, dass
limy oo f(zx) = sup{f(z) : © € X} gilt. Da X kompakt ist, besitzt (xy)ren eine kon-
vergente Teilfolge. Durch Ubergang zu dieser Teilfolge kénnen wir annehmen, dass die
Folge (zx)ren selbst konvergiert. Sei @ € X ihr Grenzwert. Da f stetig ist, gilt dann
fla) = limgo0 f(xg) =sup{f(x):z € X}.

Wendet man das schon bewiesene auf die Funktion —f an, so erhélt man ein b € X

mit f(b) = inf{f(x): 2z € X}. O

Definition 1.36. Seien X,Y metrische Rdume und f: X — Y eine Abbildung. Man

nennt f gleichmdfig stetig, wenn gilt: Zu jedem e > 0 gibt es ein § > 0 so, dass
d(f(z1), f(xe)) <€ fir alle 1,29 € X mit d(z1,25) < 0.

2Man kann die Begriffe “folgenkompakt” und “kompakt” auch in allgemeinerer Situation definieren.
Im Allgemeinen sind diese Begriffe verschieden. Fiir metrische Rdume sind sie aber dquivalent.
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Satz 1.37. Seien X,Y metrische Raume. Ist f: X — Y stetig und ist X kompakt, dann
ist f gleichmdfig stetig.

Beweis. Angenommen, f ist nicht gleichméfig stetig. Dann gibt es ein € > 0 mit fol-
gender Eigenschaft: Fiir alle & € N existieren zy, 2, € X mit d(zg,z)) < % und
d(f(zk), f(z})) > €. Da X kompakt ist, besitzt (zy)ren eine konvergente Teilfolge
(T, )jen- Sei & = lim;_,o 74,. Dann gilt auch lim;_, x}ej = x. Es gilt

€ <d(f(xw,), f(ar,) < d(f(xx,), f(2) + d(f (), f(21,)-

Da f stetig ist, konvergiert aber die rechte Seite gegen 0 fiir j — oo, Widerspruch. [

Satz 1.38. Stetige Bilder kompakter Mengen sind kompakt: Ist f: X — Y eine stetige
Abbildung metrischer Riume, und ist A C X kompakt, so ist auch das Bild f(A) CY
kompakt.

Beweis. Eine beliebige Folge in f(A) ist von der Form ( f(xy))gen mit einer Folge (x)ken
in A. Da A kompakt ist, besitzt (xj)ren eine in A konvergente Teilfolge, 0.B.d.A. die
Folge selbst. Sei a € A ihre Grenzwert. Da f stetig ist, gilt dann f(a) = limg_,o f (1),
d.h. die Folge (f(x)ren konvergiert. Daher ist f(A) kompakt. O

Kompakte Teilmengen habe also gute Eigenschaften. Kann man sie charakterisieren?
Wir nennen eine Teilmenge A C X beschrdnkt, wenn es ein a € X und eine reelle Zahl
r > 0 gibt so, dass A C B,(a).

Satz 1.39. Sei X ein metrischer Raum, und sei A C X kompakt. Dann ist A beschrinkt
und abgeschlossen.

Wie wir gesehen haben, ist die Umkehrung im Allgemeinen falsch; fiir R™ gilt sie aber,
siehe Satz [L.41] unten.

Beweis. Wéhle irgendein a € X. Nach Beispiel [1.16(b)| ist die Funktion f: A — R,
x + d(z,a), stetig. Nach Satz ist sie auf A beschréinkt, d.h. es gibt ein r > 0 so,
dass d(z,a) < r fir alle z € A. D.h. A C B,(a) und A ist beschrinkt.

Um zu zeigen, dass A abgeschlossen ist, benutzen wir Satz [1.29 Sei also (xy)ren eine
Folge von Punkten in A, die gegen ein z € X konvergiert. Wir miissen zeigen, dass z € A
gilt. Da aber A kompakt ist, besitzt (x)ren eine Teilfolge, die gegen einen Punkt a € A
konvergiert. Da aber (xy)ren selbst gegen x konvergiert, gilt dies auch fiir jede Teilfolge;
wegen der Eindeutigkeit des Grenzwerts gilt also x = a € A. O]

Satz 1.40. Sei X ein kompakter metrischer Raum. Dann ist eine Teilmenge A C X
genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis. “=": Nach Satz ist A C X abgeschlossen.
“<": Sei (xy)ken eine Folge in A. Da X kompakt ist, besitzt sie eine (in X') konvergente
Teilfolge. Da A C X abgeschlossen ist, liegt der Grenzwert dieser Teilfolge schon in A

(Satz [1.29). O
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Satz 1.41 (Heine-Borel). Fine Teilmenge A C R™ ist genau dann kompakt, wenn sie
abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis. “="” folgt aus Satz [1.39]

“<”: Wir benutzen den Satz von Bolzano-Weierstraf3. Sei also A C R™ beschrankt
und abgeschlossen, und sei (zy)ken eine Folge in A mit x, = (21, .. ., Tr,). Dann ist jede
ihrer Komponentenfolgen (;)ren, 4 = 1,...,n, beschriankt. Durch Ubergang zu einer
Teilfolge (und Umnummerierung) kénnen wir also erreichen, dass (zy1)gen konvergiert.
Nach Ubergang zu einer weiteren Teilfolge kénnen wir erreichen, dass auch (z2)ken
konvergiert. Nach n Schritten haben wir also eine Teilfolge gefunden, welche komponen-
tenweise konvergiert. Nach Satz konvergiert dann diese Teilfolge selbst. O]

Man kann kompakte metrische Riume auch durch eine Uberdeckungseigenschaft charakterisieren
(siehe Satz[1.44]). Diese wird im Allgemeinen als Definition benutzt.

Definition 1.42. Sei A eine Teilmenge eines metrischen Raumes X. Eine offene Uberdeckung von A
ist eine Familie (U;);cr offener Teilmengen U; C X mit

AgUUi.

iel

Dabei ist I eine beliebige Indexmenge.
Wir sagen, die offene Uberdeckung (U;);cr von A besitze eine endliche Teiliiberdeckunyg, falls es endlich
viele Indizes i1,...,in € I gibt so, dass

gilt.

Beispiel 1.43. Das offene Intervall (0,1) besitzt z.B. die offenen Uberdeckungen (U;)i—12 mit U; =
(-1,3), Uy = (,2) und (V;))nen mit V,, = (2,1 — 1). Die Uberdeckung (U;);=1 2 ist selbst endlich,
besitzt also trivialerweise eine endliche Teiliiberdeckung. Die Uberdeckung (Vi)nen hingegen besitzt
keine endliche Teiliiberdeckung. Denn sonst miisste fiir geeignetes N € N schon (0,1) C (%,1 — +)

N>
gelten.

Satz 1.44. Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von X
eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

Beweis. Wir zeigen nur “<”. Fiir “=” siehe z.B. Fritsche, Grundkurs Analysis 2, 1.1.11.

Wir nehmen also an, dass jede offene Uberdeckung von X eine endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Angenommen, es gibt eine Folge (z1)ren in X, die keine konvergente Teilfolge besitzt. Dann gibt es zu
jedem Punkt z € X eine offene Menge U, > z, die nur endlich viele Folgenglieder enthilt. (Betrachte
z.B. B%(a:) fiir k¥ € N. Légen in jeder dieser offenen Mengen unendlich viele Folgenglieder, so kénnten
wir eine Teilfolge konstruieren, die gegen = konvergiert.) Nun ist (U,).cx eine offene Uberdeckung von
X. Also gibt es endlich viele Punkte x1,...,xny € X so, dass

X C U Us,.
i=1,...,N

Das kann aber nicht sein, weil jedes U,, nur endlich viele Folgenglieder enthélt. O
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2 Differenzialrechnung im R”

Kurven im R"”

Definition 2.1. Eine (parametrisierte) Kurve im R™ ist eine stetige Abbildung
a: I —-R"
fiir ein Intervall I C R. Die Bahn oder Spur der Kurve ist das Bild
{a(t) : t e I} CR"

Die Bahn der Kurve darf nicht mit dem Graphen I', der Abbildung o« verwechselt
werden. Der Graph ist die Teilmenge

To={(t,a(t)) : t €I} C I xR"

Beispiel 2.2.  (a) Seien a € R", v € R"\ {0}. Dann ist a: R — R", a(t) = a + tv, eine
Kurve. Thre Bahn ist eine Gerade mit Aufpunkt a und Richtung v.

(b) Die Kurve a: [0,27] — R? «a(t) = (cos(t),sin(t)), beschreibt einen Kreis mit

Radius 1, durchlaufen in mathematisch positiver Richtung, d.h. gegen den Uhr-

zeigersinn. Die Kurve §: [0,27] — R?, (t) = (cos(2t), —sin(2t)), durchliuft den
Kreis mit Radius 1 zweimal im Uhrzeigersinn, hat aber die gleiche Bahn wie «.

(c) Die “Neilsche Parabel” wird durch die Kurve a: R — R?, a(t) = (t?,t*), beschrie-
ben.

(d) Sei I C R ein Intervall, und sei f: I — R eine stetige Funktion. Dann kénnen wir
die parametrisierte Kurve a: I — R? a(t) = (¢, f(t)), betrachten. Thre Bahn ist
der Graph von f.

Definition 2.3. Sei a: I — R" eine Kurve mit «(t) = (aq(t), ..., a,(t)) fir alle t € 1.
Die Kurve « heif3t differenzierbar bzw. stetig differenzierbar, wenn alle o, i = 1,...,n,
differenzierbar bzw. stetig differenzierbar sind.

Ist « differenzierbar, so heif3t fiir t €

o (t) = (4(t), ..., oq (1))
der Tangentialvektor der Kurve a zum Parameter t.

Alle Kurven aus Beispiel 2.2 sind differenzierbar.

Bemerkung 2.4. Sei a: I — R™ eine differenzierbare Kurve, und sei ¢t € I. Dann gilt

o(t) = }lll_rf(l) at + h]z — a(t)

Y

genauer: Fiir jede Folge reeller Zahlen (h

k)keny mit ¢t + hy € I fiir alle & € N und
Oz(t-i-hk) a(t) O/(t

)-

limg_ o0 e = 0 gilt limy_,
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Beweis. Nach Definition der Ableitung reellwertiger Funktionen gilt

/ 1
oilt) = lim, h
fiir jedes 2 = 1,...,n. Die Behauptung folgt daher aus Satz[1.10] O

Beachte, dass der Tangentialvektor der Kurve « in einem Parameter ¢ € I explizit von
der Parametrisierung abhéngt, nicht nur von der Bahn. Ist o/(t) # 0, so ist die Gerade
{a(t) + 0d/(t) : @ € R} die Tangente an die Kurve im Punkt «a(t).

Funktionen mehrerer Variablen

Im Gegensatz zu den vektorwertigen Funktionen einer Variablen im letzten Abschnitt
wenden wir uns jetzt reellwertigen Funktionen zu, die aber von mehreren Variablen
abhéngen, wie z.B.

RS R, flry) =2>+ 4

oder
g:R* >R, g(z,y)=2" -y

Man veranschaulicht solche Funktionen, indem man den Graphen oder die Niveaumen-
gen skizziert:

Definition 2.5. Sei U C R" und f: U — R eine Funktion. Der Graph von f ist

Iy:={(x,f(x)):2€U} CUxRCR"xR=R""

Abbildung 1: Graph der Funktion g(z,y) = 2% — y?

Definition 2.6. Die Niveaumengen der Funktion f: U — R sind die Teilmengen

[ ={reU: fla) =} CU.
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Beispiel 2.7.  (a) Betrachte die Funktion f(x,y) = 2% + % Fiir ¢ < 0 ist f~!(c) = 0,
f71(0) = {0}, und fiir ¢ > 0 sind die Niveaumengen

7o) ={(z,y) eR* :a” +y* = c}
Kreise um den Ursprung.
(b) Betrachte die Funktion g(z,y) = 22 — y2. Es gilt
g(x,y) =0y =2° &y =+,

die Niveaumenge ¢g~1(0) ist also die Vereinigung der beiden Diagonalen in der
x-y-Ebene. Fiir ¢ # 0 haben wir

g(r,y) =cey =1 -cey=+Vr2—c,

die Niveaumengen sind also Hyperbeln.

Abbildung 2: Niveaumengen der Funktion g(x,y) = 2? — 3?

Nun zur Differenzierbarkeit. Wir werden im Folgenden verschiede Differenzierbarkeits-
begriffe fiir Funktionen mehrerer Variablen kennenlernen und folgende Implikationen
beweisen:

stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar —> partiell differen-
zierbar

Wir beginnen mit dem Begriff der partiellen Differenzierbarkeat.
Wie iiblich sei e; = (0, ..., i, ...,0) € R der i-te Einheitsvektor.
Definition 2.8. Sei U C R" offen. Eine Funktion f: U — R heifit partiell differenzierbar

i x € U, wenn fiir jedes + = 1,...,n der Grenzwert
. fle A4 he;) — f(x)
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existiert. Die Zahl D; f(x) € R nennt man i-te partielle Ableitung von f an der Stelle x.
Weitere Schreibweisen:
_of 0

Dif(x) = Ers (z) = &vif(x)

Heiflen die Koordinaten (z,y) € R? oder (z,y,2) € R3, so schreiben wir entsprechend
o 0
) a_y’ Ce

Schreibe x = (z1,...,z,). Betrachte die Funktion g mit

g(t) = f(xla oo 7xi717t7xi+17 s 7xn)7

d.h. wir halten in f alle Koordinaten bis auf die i-te fest. Da U C R"™ offen ist, ist
g auf einem Intervall (z; — €,x; + €) C R mit geeignetem ¢ > 0 definiert. Dann ist
D;f(x) = ¢'(x;) mit der gewohnlichen Ableitung der Funktion g.

Beispiel 2.9. Fiir die Funktion f: R* - R, f(z,y) = 2 + ¢?, gilt

%(% y) =2z, g—i(% y) = 2y.

Definition 2.10. Sei U C R" offen. Die Funktion f: U — R heifit partiell differen-
zierbar, wenn sie in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar ist. Ist dies der Fall, so
sind die partiellen Ableitungen D, f wieder Funktionen D;f: U — R, und f heif}t stetig
partiell differenzierbar, wenn alle D, f, 1 =1,..., n, stetig sind.

Beispiel 2.11. Die Funktion f: R? — R, f(z,y) = 2* + y? ist stetig partiell differenzier-
bar.
Betrachte nun die Funktion

W g 0
g: R R, glay) =7 7 (@,y) #
0 fir (z,y) = 0.

Die Funktion ist in 0 nicht stetig. Denn (%, %)keN ist eine Folge in R? mit Grenzwert 0,
aber g(%, %) = % fiir alle £ € N; insbesondere limy_, g(%, %) =3 #0=g(0).
Behauptung: Die Funktion ¢ ist auf ganz R? partiell differenzierbar, aber nicht stetig
partiell differenzierbar.

Beweis. Betrachte (x,y) # 0. Fiir festes y # 0 ist die Funktion = — g(x,y) auf ganz R
differenzierbar, und nach Produkt- und Quotientenregel erhalten wir

99 () = (#* + )y —ay - 20
Ox "’ (22 + y?)?
_y(y?—2?)
(l’Q +y2)2

Fiir y = 0 gilt g(x,0) = 0 fiir alle x € R, d.h. g ist auch fiir y = 0 partiell nach x
differenzierbar mit
dg (

—=(z,0) = 0.
5, (%:0)
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Genauso existiert fiir alle (z,y) € R? die partielle Ableitung g—z(x, ).

Die partielle Ableitung % ist aber in 0 nicht stetig, denn

99
ox

N 09,
(O,E)—kﬁo—gx(()) fir k& — oc.

]

Definition 2.12. Sei U C R" offen und sei f: U — R differenzierbar. Fiir x € U heifit

of

der Vektor

Vi) =(

(gesprochen ‘Nabla f von z’) der Gradient von f in x.

oy

(x),...,=——

Die Abbildung Vf: U — R"™ ordnet also jedem Punkt aus U wieder einen Vektor im

R™ zu. Allgemein nennt man so eine Abbildung ein Vektorfeld.
Beispiel 2.13. Fiir f(z,y) = 2% +y? gilt Vf(z,y) = (22, 2y).
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Abbildung 3: Gradientenfeld der Funktion f(z,y) = 22 + y?

Fiir g(z,y) = 2* — y* gilt Vg(z,y) = (27, —2y).

Anschauliche Bedeutung des Gradienten: “Der Gradient von f zeigt in die Richtung
des stéirksten Anstiegs von f”. Diese Aussage werden wir spéter prézisieren und bewei-

sen, nachdem wir den Begriff der totalen Differenzierbarkeit eingefiihrt haben.

Definition 2.14. Sei U C R" offen. Eine Funtion f: U — R heifit zweimal partiell

differenzierbar (bzw. zweimal stetig partiell differenzierbar), wenn f partiell differen-
zierbar ist und alle Funktionen D;f: U — R, i =1, ..., n, wieder partiell differenzierbar

(bzw. stetig partiell differenzierbar) sind.
o2 f
Ox;0x;

Schreibe D, D; f(z) oder auch
Stelle z.

(x) fur die j-te partielle Ableitung von D; f an der

Analog definieren wir die Begriffe k-mal partiell (bzw. stetig partiell) differenzierbar.
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Abbildung 4: Gradientenfeld der Funktion g(x,y) = 2% — ¢?

Spielt die Reihenfolge der Ableitungen hier eine Rolle?
Beispiel 2.15. Fiir f(x,y) = 2® + y? gilt

0% f 0 f
=2 =0
Bwon DY) =2 900y (z,y) =0,
*f *f
=2
Beispiel 2.16. Betrachte nun die Funktion f: R? — R,
Fany) = vyt fiir (z,y) #0,
’ 0 fir (z,y) = 0.
Dann gilt fiir (z,y) # (0,0):
of 0 (2%y —yix
O )= I (02
ox Ox \ 22+ y?
_ B2’y — )@’ +9?) — (@Py —ya)2e
- <x2 +y2)2
Caly eyt — P
@2+ 22

also %(0, y) = —y fiir y # 0. Da f(z,0) =0 fur alle x € R gilt g—i((), 0) = 0. Also gilt

%(O,y) =—y firalley e R
und daher
0 f
——(0,0) = —1/{.
8y83:( 0)
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Da f(z,y) = —f(y,x) gilt, ergibt sich fir (z,y) # (0,0)

0
8—§<x,y> -

x® — 4x3y? — xyt

(ZL’2 + y2)2

I

also g—i(x, 0) = z fiir z # 0. Da auch f(0,y) = 0 fur alle y € R gilt g—i((), 0) =0, also

%(w,()):w fir alle x € R
und daher
0% f
0,0)=1].

In diesem Fall kommt es also beim partiellen Differenzieren auf die Reihenfolge an.

Fiir geniigend gute Funktionen kann das aber nicht passieren:

Satz 2.17 (Schwarz). Sei U C R™ offen und f: U — R zweimal stetig partiell differen-
zierbar. Dann gilt fir allet,7=1,...,n und x € U
02 f 0% f

Beweis. Es geniigt den Fall n = 2 zu betrachten. Wir nennen die2 Variablen x, y.

.. : : 2 :
Fixiere einen Punkt (z,y9) € U. Wir werden %(zo,yo) = ;x—é;(xo,yo) zeigen.
Da U offen ist, gibt es ein € > 0 so, dass

[0 —€,20 + €| X [yo —€, 90 + €] CU
Dann ist fiir 0 < h < eund 0 < k£ < € die Zahl

F(h,k) := f(xo+h,yo + k) — f(xo + h,yo) — f(x0,y0 + k) + f(20,Y0)

definiert.
Fiir festes h und k betrachten wir die Funktionen

o(x) := f(w,y0 + k) — f(w,90) und  Y(y) := f(zo+h,y) — f(20,y)-

Da f partiell differenzierbar ist, sind ¢ und ¢ in (zg — €, 29 + €) bzw. (yo — €,yo + €)
differenzierbar mit

0@) = L@ yo+ k) = 2w, yo) und () = L (wo + hoy) —

ox ox oy

%u«o,y).

Nach Konstruktion ist

F(h, k) = ¢(zo + h) — ¢(x0) = Y (yo + k) — ¥ (yo)
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Nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrechnung (Anal, Korollar 5.19) gibt es ein
fh € (Q?(),Z'O + h) mit
¢(zo +h) — ¢(zo) = ¢'(&) - h

also
F(h,k)=¢'(&) -h = (%(fm Yo+ k) — %(fh,yo)) - h.

Nun wenden wir den Mittelwertsatz der Differenzialrechnung auf die Funktion y
%(gh, y) an. Dies ist moglich, da f zweimal partiell differenzierbar ist. Wir erhalten ein

e € (Yo, Yo + k) mit

of 9% f

0
6o+ K) = 226 ) = 5 () -k

also insgesamt

0 f
Oyox
Die gleiche Argumentation auf ¢ angewendet liefert &, € (o, zo+h) und 7, € (o, yo+k)
so, dass

F(h, k) = (Ens k) - Dk

62
PO K) = 50 i) -

Also gilt
f >’f
aya (fh;nk) a 8 (ghvlr]k)

Nun benutzen wir, dass nach Voraussetzung 21 o a stetig ist: Wahlen wir eine Folge von h’s

und k’s, die gegen 0 konvergiert, so konvergleren die entsprechenden Folgen der &, &
gegen o, die der m, 7, gegen yo. Also ayam (5hﬂ7k> aaya’; (z0,%0) und axay (fhﬂlk)

2 2

8‘13}; (z0,Yo). Damit folgt 9 az(l'(),y()) a‘igy (0, Y0), wie gewiinscht. O

Totale Differenzierbarkeit und Jacobimatrix

Wir haben gesehen, dass partiell differenzierbare Funktionen nur bedingt gute Eigen-
schaften haben. So brauchen sie nicht einmal stetig zu sein. Wir werden nun einen
starkeren Differenzierbarkeitsbegriff einfithren, welcher die Stetigkeit und partielle Dif-
ferenzierbarkeit impliziert. Etwas allgemeiner als vorher betrachten wir in diesem Ab-
schnitt Abbildungen U — R™, wobei U C R" offen ist.

Erinnerung 2.18. (Siehe Anal, Satz 5.7.) Sei I C R ein offenes Intervall, und sei f: I —
R eine Funktion. Sei x € I. Dann ist f genau dann in z differenzierbar, wenn es eine
Zahl a € R gibt so, dass fiir den Fehlerterm ¢(§) in

fle+8) = flz)+a-&+0(E)

gilt
lim @

£—0 5 =0
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In diesem Fall ist a = f'(z). Also ist f in z differenzierbar, wenn sich f bei z, d.h. die
Funktion £ — f(z + &) — f(x), “gut” durch die lineare Funktion a — a{ approximieren
lasst. Die Bedingung limg_,o @ = 0 bedeutet, dass ¢(&) fir & — 0 schneller gegen 0
geht, als eine lineare Funktion. Anschaulich bedeutet dies, dass der Graph von f im
Punkt (z, f(z)) eine Tangente besitzt.

Diese Eigenschaft werden wir als Definition der “totalen Differenzierbarkeit” benutzen.

Erinnerung 2.19. Eine Abbildung ®: R™ — R™ heif}t linear, wenn sie

O(x+y) = d(x) + P(y) fir alle x,y € R",
O(A\zx) = AD(x) fir allez € R", A € R

erfiillt (LA, Def. 2.3). Dies ist genau dann der Fall, wenn es eine m x n-Matrix

a1 - Qip
A= : : c R™Mmxn
am1 Amn
gibt mit
air o Qi 1 a11T1 + -+ A1y
Q(x) =Ar = | : | = :
Am1 Amn Tn Am1T1 + -+ AmnTn

fir alle x € R™ (LA, Satz 2.8).

Definition 2.20. Sei U C R"” offen und f: U — R™ eine Abbildung. Dann heifit f
in x € U total differenzierbar (oder einfach nur differenzierbar), wenn es eine Matrix
A € R™*" gibt so, dass fiir den Fehlerterm ¢(€) in

flx+8&) = flz) + A-E+6(6)

gilt ©
s
—==0
€]l

Die Abbildung ¢ ist hier in einer Umgebung von 0 € R" definiert und hat Werte in
R™. Ist n =2 und m = 1, also f eine Funktion von zwei Variablen, so ist ihr Graph eine
Fliche im R3. Differenzierbarkeit im Punkt (z,y) bedeutet anschaulich, dass der Graph
von f im Punkt (z,vy, f(z,y)) eine Tangentialebene besitzt.

Beispiel 2.21.  (a) Sei A € R™™ eine m x n-Matrix und f: R* — R™ die lineare

Abbildung z — Az. Dann ist f in jedem z € R" differenzierbar. Denn f(x + &) =
A-(z+8) =A-x+A- &= f(x)+ A-£+0, also ¢(&) = 0 fur alle &.

lim
£—0
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aip - Qi
(b) Erinnerung: Ist A = : : eine m X n-Matrix, dann ist die transpo-

Am1 - Gmn
nierte Matriz (LA, Def. 2.11) die n x m-Matrix

11 0 Aml
AT =

Aip  *°° OGmp

n € R™™ eine n x n-Matrix, und sei f: R® — R die

.....

Funktion
bin -+ bin T n
f(z) = (z,Bx) =a2"Bx = (z1,...,2,) | : : = Z biiTix;.
bnl T bnn T b=l
Dann gilt
flz+& =(x+& Bx+¢) =(x+ & Bx+ BE)
= (z, Bx) + (z, B§) + (£, Bx) + (£, BE)
Es gilt

(z, BE) + (Bx, &) = 2T B¢ + (Bx)T¢ = 2" B¢ + 2" B¢ = (7 (B + BY)) - ¢.
Mit der Matrix A := 27 (B + BT) gilt also
fle+8) = f(x) + AS + ¢(§)
mit (&) = (€, BE). Wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung gilt

6] = [{&, BE < [I€]] - 1BE]]

und daher
[o(OI _

llel
Da die Multiplikation mit einer Matrix stetig ist, gilt lim¢_,¢ || BE|| = 0 und daher

< [1B¢]|

auch limg_,o % = (. Insgesamt sehen wir, dass f in allen x € R" differenzierbar ist.

[Im Fall n = 1 ist B einfach eine reelle Zahl b, und f ist die Funktion f(z) = bx?.
Die Formel fiir die Matrix A vereinfacht sich dann zu A = 2bx, der iiblichen Formel
fiir die Ableitung f’(z).]
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(c) Wir betrachten nun die Funktion f: R* — R

B xfy; fir (z,y) #0
floy) = {O ' fir (z,y) = 0.

Man kann zeigen, dass f in 0 stetig ist. Wegen f(x,0) = 0 fiir alle z € R und
£(0,y) = 0 fiir alle y € R ist f in 0 auch partiell differenzierbar mit 3£(0) = 0,
95(0) = 0.
y

Wir wollen anschaulich argumentieren, dass der Graph I'; C R?® von f in 0 keine
Tangentialebene besitzt. Fiir jedes A € R gilt f(Az,\y) = A - f(z,y). D.h. fir
beliebige (z,y) € R? \ {0} enthilt der Graph T'; die Gerade durch 0 mit Rich-
tungsvektor (x,y, f(z,y)). Hatte I'; eine Tangentialebene, so miisste sie alle diese
Geraden enthalten. Betrachten wir speziell (z,y) = (0,0),(1,0),(0,1),(1,1), so
erhalten wir, dass die Punkte (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0) und (1,1, %) in einer Ebe-
ne liegen miissten. Dies ist aber nicht der Fall! — Die ersten drei liegen in der
z-y-Ebene, der vierte nicht.

Tatséchlich kann man zeigen, dass die Funktion f nicht differenzierbar ist.

Notation 2.22. Ist ¢ eine in einer Umgebung von 0 € R" definierte Funktion, so
bedeutet

¢(&) = o($),
4(&)

dass ¢(0) = 0 und lim¢_,g Ter = 0 gilt. Man nennt o Landau-Symbol.

Z.B. ist eine Funktion f: U — R™ genau dann in x differenzierbar, falls es eine m x n-
Matrix A gibt so, dass

fle+8&) = f(z) + AL+ o(E).
Da auch limg_, [|€|| = 0 gilt fiir ¢(§) = o(€) insbesondere auch limg_,o ¢(§) = 0.

Bemerkung 2.23. Sei U C R™ offen und sei f = (f1,..., fm): U — R™ eine Abbildung.
Die Abbildung f ist genau dann in x € U differenzierbar, wenn jede Komponentenfunk-
tion f;: U — R in z differenzierbar ist.

Insbesondere stimmt der neue Differenzierbarkeitsbegriff fiir Kurven mit dem aus De-

finition iiberein.

Beweis. Die Gleichung
fle+8&) = fz) + A+ ¢(£)

ist dquivalent zu dem System von Gleichungen
file + &) = fi(z) + Zaij%‘ + ¢i(€)
j=1

fiir i = 1,...,m. Es gilt ¢(&) = 0(&) & ¢:i(§) = o(¢) fiir alle i = 1,...,m (Satz [L.10).

Ist f in z differenzierbar mit der Matrix A, so ist daher f; in z differenzierbar mit der

Matrix (a1, . . . , ;) die nur aus der i-ten Zeile von A besteht. Sind umgekehrt alle f; in
differenzierbar mit den 1 x n-Matrizen (a1, ...,a;), i = 1,...,m, soist f differenzierbar
mit der Matrix A, deren Zeilen gerade die gegebenen sind. O]
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Satz 2.24. Sei U C R" offen. Ist die Abbildung f: U — R™ in x € U differenzierbar,
so st sie dort auch stetig.

Beweis. Schreibe f(z+&) = f(z)+ A+ ¢(£) mit einer Matrix A und ¢(&) = o(&). Wegen
lime 9 AE = 0 und limg 0 ¢(§) = 0 gilt dann limg_, f(x + &) = f(z). Konkret bedeutet
dies, dass fiir jede Folge (& )ken mit limy_,oo & = 0 auch limy_ f(z + &) = f(x) gilt.
Ist (x)ken eine Folge mit limy o 2 = x, so wende obiges auf die Folge & = =) — x,
k € N, an und erhalte limy_,o, f(zx) = f(z). Also ist f in x stetig. O

Wenn eine Abbildung f in x differenzierbar ist, kann man die Matrix A leicht berech-
nen:

Satz 2.25. Sei U C R"™ offen, und f: U — R™ in x € U differenzierbar. Dann ist f in
x partiell differenzierbar. Ist A = (a;;) € R™*" eine m x n-Matriz mit

(%) flz+&) = fz) + A + 0(S),
so gilt of
aij = ax; ().

Insbesondere ist die Matrix A in () eindeutig bestimmt. Man nennt A das Differenzial
oder die Jacobimatriz von f an der Stelle x. Schreibweise: D f(z) = (gﬂ{; ())ij-

Die Umkehrung des Satzes ist falsch. Z.B. ist die in Beispiel betrachtete Funktion
g partiell differenzierbar, aber in 0 nicht stetig. Insbesondere kann sie wegen Satz

in 0 nicht differenzierbar sein.

Beweis von Satz[2.28. Firi=1,...,m gilt

file +€) = fi(x) + Y aii& + 6:(6)

j=1
mit ¢;(§) = o(&). Fiir £ = he; erhalten wir
fl(x + h@j) = fl(ﬂj) + Clijh -+ (bz(hej)

Daraus folgt
i &+ hej) = fil@) _ ai; + lim ¢i(he;) o,

h—0 h h—0 h

d.h. die j-te partielle Ableitung von f; an der Stelle x existiert und hat den Wert % (x)
J
Q5.

LIl

Ist eine Funktion sogar stetig partiell differenzierbar, so ist sie auch differenzierbar:

Satz 2.26. Sei U C R" offen und f: U — R partiell differenzierbar. Sei x € U. Sind
alle partiellen Ableitungen D;f, j =1,...,m, in x stetig, so ist f in x differenzierbar.
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Beweis. Fiir geniigend kleines £ schreiben wir f(z + £) — f(z) mit Hilfe der partiellen
Ableitungen um. Setze dazu (@ = z, (I = 20 4 &e, 2@ = 2D 4+ ey, usw.,
™ =D p e, =a+¢&

y(2)

_ ..(0) e (1)
r=x T
y(l)

Da f partiell differenzierbar ist, gibt es nach dem Mittelwertsatz der Differenzialrech-
nung jeweils ein 7; € (0,&;) (welches von £ abhéngt) so, dass

f@D) = f(@U=D) = Dif (VY +mey) - .
——
—y D)
Damit erhalten wir

fl+€) = flo) = (f@") = f"0) + (f@"D) = F2) o+ (F@) = (=)
= ZDjf(y(j)) &

=D Dif(#) &+ ()

mit
n

6(&) =D (D;f (") — D f(w)) - &

j=1

Lassen wir ¢ gegen 0 gehen, so konvergieren die entspechenden y¥) gegen z. Da die par-
tiellen Ableitungen D; f nach Voraussetzung in z stetig sind, gilt also limg_,o(D; f(y¥)) —
D;f(x)) =0. Da |§| < |||l fir j = 1,...,m, impliziert dies

(6)
lim 2 —
o [lefl

wie gewiinscht. O
Wir haben also nun die Implikationen

stetig partiell differenzierbar = (total) differenzierbar —> partiell differen-
zierbar

gezeigt. Statt stetig partiell differenzierbar sagen wir deshalb auch einfach stetig diffe-
renzierbar.
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Die Kettenregel

Von fundamentaler Bedeutung fiir sowohl theoretische als auch praktische Anwendungen
ist:

Satz 2.27 (Kettenregel). Seien U C R™ und V- C R™ offen, f: U - R™ und g: V —
R* Abbildungen mit f(U) C V. Ist f in x € U differenzierbar und g in f(x) € V
differenzierbar, so ist auch die Verkettung g o f in x differenzierbar. Ihre Jacobimatriz
i1st das Matrizenprodukt

D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x).
Bevor wir die Kettenregel beweisen, geben wir einige Anwendungen.

Korollar 2.28. Seien U C R™ und V. C R™ offen, f = (f1,..., fm): U = R™ und
g: V. — R differenzierbare Abbildungen mit f(U) C V. Bezeichne die Koordinaten in

R™ mit x1,...,x,, dic in R™ mit y1,...,Ym. Dann qilt firi=1,...,n
9 o f < 9 af]
8;1:1 ; oy, 8@( 7).
Beweis. Die Jacobimatrix von g o f an der Stelle x ist der Zeilenvektor
_ 0(gof) dgof) 1xn

Die Jacobimatrix von g an der Stelle y = f(z) ist der Zeilenvektor

dg

%9 (t()),.... () em,

Dy(f@) = (5

Die Jacobimatrix von f an der Stelle x ist die m x n-Matrix

Oh(z) o Sh(a)
Df(x) = : :
pr@) e g

Nach der Kettenregel ist der i-te Eintrag von D(g o f)(x) gerade der i-te Eintrag des
Produkts Dg(f(x)) - Df(x). Ausmultiplizieren liefert die Behauptung. O

Sei U C R" offen. Ist f: U — R eine differenzierbare Funktion, so ist ihre Jacobimatrix
in einem Punkt x € U der Zeilenvektor

(@) @),
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also der Gradient Vf(x)f] Ist I C R ein Intervall und o = (av,...,a,): I — R eine
differenzierbare Kurve, so ist ihre Jacobimatrix in einem Punkt ¢ € I der Spaltenvektor

Aus der Kettenregel erhalten wir:

Korollar 2.29. Ist die Bahn von o ganz in U enthalten, so gilt

(foa)(t)=) g—:;fj(a(t)) -a(t) = (Vf(a(t), o (1))

J=1

Sei U C R" offen und f: U — R™ differenzierbar. Fiir z € U ist D f(x) eine m x n-
Matrix. Ist v € R™ ein beliebiger Vektor, so ist das Produkt D f(x)-v ein Vektor in R™.
Wie kann man diesen interpretieren? — Dies ist die Ableitung von f an der Stelle x in
Richtung v.

Wir beschréanken uns wieder auf R-wertige Funktionen.

Definition 2.30. Sei U C R" offen, f: U — R eine Funktion, x € U und v # 0 ein
Vektor in R”. Existiert der Grenzwert

so nennt man ihn die Richtungsableitung von f an der Stelle x in Richtung v.

Betrachte die Kurve a: R — R", a(t) = x + tv, (eine parametrisierte Gerade durch x
in Richtung v). Dann ist D, f(x) die gewohnliche Ableitung (f o «)’(0).

Satz 2.31. Se: U C R” offen, f: U — R differenzierbar und x € U. Dann existieren in
x alle Richtungsableitungen von f und fir v € R™\ {0} gilt

Dy f(x) = (V[f(x),v).
Insbesondere ist v — D, f(x) linear: Dyyipwf(x) = X - Dyf(x) 4+ p - Dy f ().

Beweis. Die Kurve a von oben ist differenzierbar mit o/ (¢) = v fiir alle t € R. Fiir kleines
t gilt a(t) € U. Nach der Kettenregel ist dann auch f o« in 0 differenzierbar und
nach Korollar gilt

Dyf(x) = (f 0 @)'(0) = (Vf((0)),d(0)) = (V[(z),v).

Damit konnen wir auch die Aussagen iiber den Gradienten prézisieren:

3Wir hatten uns beim Gradienten nicht festgelegt, ob wir ihn als Zeilen- oder Spaltenvektor auffassen.
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Satz 2.32. Sei U C R"” offen, f: U — R eine differenzierbare Funktion und x € U ein
Punkt mit V f(x) # 0.

(a) Vf(z) zeigt in die Richtung, in der f am schnellsten wdchst.

(b) Setzte f(x) =: c. Der Gradient V f(z) steht auf der Niveaumenge f~'(c) senkrecht.
Genauer gilt: Ist a: (—e,€) — R eine differenzierbare Kurve mit a(0) = x, die ganz

in f~1(c) verliuft, so gilt (V f(x),a’(0)) = 0.

Da « in (b) ganz in f~'(c) verlduft, kann man o/(0) als Tangentialvektor and die
Niveaumenge f~!(c) verstehen.

Beweis. (a) Wegen Dy, f(x) = AD, f(z) konnen wir uns auf Vektoren v mit [jv]| = 1
Vi)

@ ist. nach

beschrinken. Zu zeigen ist, dass D, f(z) € R maximal wird, wenn v =

Satz gilt
D, f(x) = {Vf(z),0) = [V f(2)] - [lo] - cos(6)
wobei 0 € [0, 7] der Winkel zwischen v und V f(z) ist. Dieser Ausdruck wird maximal,
Vf(x)

wenn 6 =0, d.h. v = INIOIE ist.

(b) Da a ganz in f~!(c) verlduft, ist f o o konstant mit dem Wert c. Also gilt

0= (fea)(0) =(Vf(0),d(0)).
O

Mit Hilfe der Kettenregel und Kurven kann man noch weitere Aussagen der Analysis
einer Variablen auf die mehrerer Variablen {ibertragen, zum Beispiel:

Satz 2.33 (Mittelwertsatz). Sei U C R™ offen und f: U — R differenzierbar. Seien
a,b € U derart, dass die Verbindungsstrecke {a +t- (b —a) : t € [0,1]} ganz in U
enthalten ist. Dann gibt es ein t € (0,1) mit

f(b) = fla) = (Vf(a+tb—a)),b—a)

Beweis. Setze a(t) = a+t(b—a) und h(t) = foa(t). Dies ist eine auf [0, 1] differenzierbare
Funktion. Nach dem Mittelwertsatz aus Analysis 1 (Anal, Korollar 5.19) gibt es ein
t € (0,1) mit

h(1) — h(0) = K'(t) - (1 = 0) = A/ (2).

Wegen h(1) = f(b), h(0) = f(a) und
W(t) = (Vfat)),o'(t)) = (Vfla+tb—a)),b—a)
liefert dies die Behauptung. O]

Satz 2.34. Sei U C R" offen und wegzusammenhéngend, d.h. fiir je zwei Punkte a,b €
U gebe es eine differenzierbare Kurve a: [0,1] — R™ mit a(0) = a, (1) = b, deren
Bahn ganz in U liegt. Ist f: U — R differenzierbar, und gilt V f(x) = 0 fir alle x € U,
dann ist f konstant.
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Beweis. Seien a,b € U beliebig. Zu zeigen: f(a) = f(b). Sei also «: [0,1] — R™ wie in
der Aussage. Dann gilt fiir ¢ € [0, 1]

(f e a)'(t) = (Vf(al(t)),d/(t)) = 0.
Daher ist die Funktion f o o konstant und insbesondere f(a(0)) = f(«(1)). O

Fiir den Beweis der Kettenregel benttigen wir noch einen kurzen Einschub iiber die
Norm von Matrizen:

Lemma 2.35. Set A € R™*" eine m X n-Matriz. Dann st

[All = sup  [JAz[| < oo
z€R™:||z||=1

und fir alle x € R™ gilt ||Az|| < [|A]| - ||z

Man kann zeigen, dass dadurch eine Norm auf dem Vektorraum R™*™ der m X n-
Matrizen definiert wird.

Beweis des Lemmas. Schreibe S := {z € R": ||z|| = 1}. Als Urbild der abgeschlossenen

Menge {1} C R unter der stetigen Abbildung |[.|[: R* — R ist S C R"™ abgeschlossen.

Da S auch beschrankt ist, ist es nach dem Satz von Heine-Borel kompakt. Also ist

die stetige Funktion z — [|Az| € R auf S beschrénkt (Satz[L.35). Daher ist || A < oc.
Ist x € R™, x # 0, beliebig, so ist ﬁ € S und daher

[ Az = [}l A(

)= ]l - HA( )< ]l - (Al 0

Beweis der Kettenregel[2.27. Setze A := Df(x) und B := Dg(f(z)). Da f in 2 und ¢
in f(z) differenzierbar sind, gelten

flz+8&) = f(z) + AL + ¢(§)
g(f(x) +mn) = g(f(x)) + Bn+(n)

mit ¢(§) = o(§) und (n) = o(n). Insbesondere ergibt sich fiir n = A& + ¢(&)

(go [ +&) =g(f(x) + AL+ 6(8))
= g(f(x) + BAE + Bo(€) + (AL + ¢())
= (go f)(z) + (BA)E + x(€)

mit dem Fehlerterm
X(§) = Bo(&) + P(AE + 6(8)).

Es ist nun zu zeigen, dass x(§) = o(§) gilt.
Wegen ¢(§) = o(§) gilt limg_o qﬁ e« = 0. Da die Multiplikation mit der Matrix B stetig

ist, gilt auch lim¢_, HT(II) =0.

ﬁ
v
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AuBlerdem gilt wegen lim¢_, % = 0 auch % < 1 fiir £ klein genug, also |[¢(§)]] <
[€]] fiir § klein genug. Wegen () = o(n) konnen wir ¢ schreiben als (1) = ||| -1h(n),

wobei lim,_,%(n) = 0 gilt. Also gilt fiir hinreichend kleines &

[P(AE + ()]l = [IAE + G(E)I] - 1D (AE + NI < (IA] - 1€ + €N - [D(AE + ¢(E)) ]
und daher
[¥ (AL + o)l
€1l

Fiir £ — 0 gilt A€ + ¢(£) — 0 und damit auch (AE + ¢(€)) — 0.
Insgesamt ergibt sich (&) = o(§), wie gewiinscht. O

< (Al + 1) - [l (A€ + ().

Maxima und Minima

Wir wollen nun Kriterien zur Bestimmung von Maxima und Minima von differenzierba-
ren Funktionen f: U — R, U C R" offen, herleiten.

Definition 2.36. Seien U C R" eine Teilmenge, f: U — R eine Funktion und = € U.
Wir sagen, f habe in x ein (lokales) Mazimum (bzw. ein (lokales) Minimum), falls es
eine Umgebung V' von x in R" gibt so, dass

fy) < f(z) (bzw. f(y) > f(x)) firalley e VNU.

Die Funktion f hat in a ein globales Mazimum (bzw. Minimum), wenn f(y) < f(x)
(bzw. f(y) > f(x)) fiir alle y € U.

Wir sagen, f habe ein (lokales) Eztremum in x, wenn es dort ein Maximum oder
Minimum hat.

Satz 2.37. Sei U C R" offen und f: U — R differenzierbar. Hat f in v € U ein
Eztremum, so gilt V f(x) = 0.

Beweis. Fiir i = 1,...,n besitzt dann die differenzierbare Funktion einer Variablen
g(t) = f(x +t-e;) ein Extremum in ¢t = 0. Also gilt

0=¢'(0)=(Vf(x),e) = (Vf(z)) fiwi=1,....n,
d.h. Vf(z) = 0. 0

Um die Extrema einer differenzierbaren Funktion f: U — R zu bestimmen, sucht man
also zunéchst die Punkte x € U mit Vf(z) = 0.

Definition 2.38. Ist U C R" offen, f: U — R differenzierbar und x € U, so nennt man
x kritischen oder stationdren Punkt von f, falls V f(z) = 0 gilt.

Man nennt x Sattelpunkt, falls x kritisch ist und es in jeder Umgebung von = Punkte
y1 und yo gibt mit

fln) < f@) < fy2)-
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Wir wollen nun hinreichende Kriterien fiir Extrema finden. In der eindimensionalen
Analysis benutzt man hierfiir die zweite Ableitung.

Angenommen, f: U — R ist zweimal stetig partiell differenzierbar. Fiir einen belie-
bigen Richtungsvektor & # 0 sei ¢ die Kurve ag(t) = x + t£. Wir wollen (f o a¢)”(0)
berechnen. Nach der Kettenregel gilt

(F o ae) (1) = (VH{ae(®). (0] = 3 5o +1) - &

und

also insbesondere

Gilt (f o ag)”(0) < O fiir jeden Richtungsvektor £ # 0, so liegt in x tatséchlich ein
Maximum vor (s.u.). Es geniigt aber nicht, fiir £ nur die Basisvektoren e; zu betrachten.
Betrachte zum Beispiel

flz,y) = —2° + day — y°.

Fiir £ = e; erhilt man (f o ae,)”(0) = ;;—8’;(0) = —2, fiir £ = ey genauso (f o a,)”(0) =

%(O) = —2. Aber fiir z = y gilt f(z,x) = 22?. Daher hat f in 0 einen Sattelpunkt.

Definition 2.39. Sei U C R" offen, und f: U — R zweimal stetig partiell differenzier-
bar. Fiir z € U heifit die n x n-Matrix

02 f 02 f
an 8:613:)31 (l‘) T axlaxn (I‘)
H = = : : c R™"
0= (5o @) 5 ;
J i,j=1,...,n aaaf (ﬂf) 888f (CL')
Tn 0T LnOTn

die Hessematriz von f in x.
Fiir die Funktion f o a¢ von oben erhalten wir damit
(2.1) (f 0 ag)"(0) = € Hy(x)€ = (&, Hy(x)€).

Bemerkung 2.40. Die Hessematrix ist symmetrisch, da nach dem Satz von Schwarz fiir

zweimal stetig partiell differenzierbare Funktionen %(l’) = %(w) gilt.
10T §O0T4
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Beispiel 2.41.  (a) Fiir f(z,y) = 2%+ y? ist Hy(z,y) = (39).
(b) Fiir f(z,y) =2 —y* ist Hp(z,y) = (§ %).

(c) Fiir f(z,y) = —2? + 4oy — y? ist Hy(xz,y) = (_42 ,42).

Um ein hinreichendes Kriterium fiir Extrema zu erhalten benétigen wir die Taylorfor-
mel zweiter Ordnung.

Satz 2.42 (Taylorformel zweiter Ordnung, eindimensionaler Fall). Sei I C R ein Inter-
vall, g: I — R zweimal stetig differenzierbar und ty € 1. Firt € R mit to +t € I gibt
es ein T € (0,t) so, dass
2
g(to +1t) = g(to) +t - g'(to) + 59"(750 +7)

Beweis. Eventuell spéter. O

Satz 2.43 (Taylorformel zweiter Ordnung). Sei U C R™ offen, f: U — R zweimal stetig
differenzierbar und x € U. Schreibe

(* Flo+€) = F(@) +{(VF(),€) + o€ Hya) + R(©).
Dann gilt fir den Fehlerterm R(§)

. R(¢)

lim =0.

55 el ~°

Mit den partiellen Ableitungen formuliert lautet Gleichung konkret:

- " of 1~ &f
fle+8) = flx)+ ; o, () + 51,’ « 0;0;

()€ + R(E).

Beweis. Da U C R" offen ist, gibt es ein € > 0 so, dass B.(x) C U. Fur £ € B.(0)
verlauft dann die Kurve a: [-1,1] — R", «a(t) = = + t£, in U. Dann ist auch g :=
foa:[—1,1] = R zweimal stetig differenzierbar. Nach Satz gibt es zu t € [—1,1]

ein 7 € (0,¢) mit
2

g(t) = g(0) + - (0) + = g"(7).

2
Setze )
n(t) = 5(g"(7) = g"(0))
Dann gilt )
olt) = 9(0) + - g (0) + 59" (0) + (1)
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Insbesondere erhalten wir fiir t = 1 (vgl. (2.1))

Flo +6) = 9(1) = 9(0) + ¢ (0) + 3"(0) + (1)

= (&) + (VF(2).€) + 5€T Hylw)é + RO

wobei
R(E) = n(1) = 5 (" Hyw + 7€)€ — €7 Hy ()€)
= ST (H (o + 7€) — Hy(o)E
1 < 0% f 0% f
2 (axiaxj (@ H+70) = 5rom, (:v)) S

mit geeignetem 7 € (0, 1), welches von & abhéngt. Da |§;| < ||£]| fir i =1,...,n, gilt

RE|_1| &f 0% f
< — — .
‘ €112 ]~ 2 Uzzl 00z (x4 7¢) 0,0 (z)
Da nach Voraussetzung 65;ng stetig ist, geht die rechte Seite fiir & — 0 gegen 0, also gilt
limg_, % = 0, wie behauptet. O

Ist x ein kritischer Punkt von f, so ergibt sich also

1
fla+€) = f(@) + 36T Hy ()€ + R(E).
D.h. das lokale Verhalten von f bei x wird im Wesentlichen durch den Term %STH ()€

beschrieben. Um diesen kiitmmern wir uns als nachstes.

Definition 2.44. Sei A = (a;;) € R™" eine symmetrische Matrix, d.h. a;; = a;; fiir
i,7 =1,...,n. Die Matrix A heifit

(a) positiv definit, falls T AE = 223:1 a;;&& > 0 fir alle € € R™\ {0},
(b) positiv semidefinit, falls €T AE > 0 fiir alle £ € R™\ {0},

(c) negativ definit, falls T AE < 0 fiir alle &€ € R™\ {0},

(d) negativ semidefinit, falls €T A¢ < 0, fiir alle £ € R™\ {0}, und

(e) indefinit, falls es &, & € R™ gibt mit &7 A& < 0 und &6 A& > 0.

Wir werden z.B. zeigen: Ist = ein kritischer Punkt von f und ist die Hessematrix
H¢(z) positiv definit, so besitzt f in = ein Minimum. Um solche hinreichenden Kriterien
anwenden zu konnen, benétigen wir aber handlichere Kriterien um die Definitheitsei-
genschaften symmetrischer Matrizen zu bestimmen.
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Erinnerung 2.45. Sei A € R™™" eine beliebige n x n-Matrix. Ein A € R heifit Eigenwert
von A, wenn es einen Vektor v € R™ \ {0} (ein Figenvektor zum Eigenwert \) gibt so,
dass Av = v gilt.

Die Eigenwerte von A sind genau die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
xa(t) =det(A—t-E,).

Ist A symmetrisch, so besagt der Satz iiber die Hauptachsentransformation (LA Satz
6.27), dass R™ eine Orthonormalbasis (ONB) aus Eigenvektoren von A besitzt. D.h. es
gibt Vektoren vy,...,v, € R™ und Ay,...,\, € R (nicht notwendig verschieden) mit
(vi,v;) = 6;; und Av; = A\v;. Ist S die Matrix mit den Spalten vy, ...,v,, dann ist S
orthogonal, d.h. STS = E,,, also S invertierbar und S~! = S und

A
STAS = &
An

Satz 2.46. Sei A = (a;;) € R™*" eine symmetrische Matriz. Die Matriz A ist

negativ semidefinit < alle Eigenwerte von A sind <0,
indefinit < es gibt einen positiven und einen negativen Figenwert.

Beweis. Sei vy, ...,v, € R" eine ONB aus Eigenvektoren von A mit zugehorigen Eigen-
werten \q,...,\,. Ist £ € R” beliebig, so gibt es eindeutige aq,...,a, € R mit

§=av + -+

(konkret: o; = (v, €)). Dann gilt

¢TA¢ = Za v;) A(zn: a;v;)
j=1

_ T _ T
= E v; Avjogoy = E v; (Ajv))asa;

ij=1 ij=1
n
_ 2
i=1

Daran liest man die Behauptung ab. O]

Dieses Kriterium ist aber nur niitzlich, wenn man die Eigenwerte der Matrix A kennt.
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Beispiel 2.47. Die Matrix (2 9) hat den doppelten Eigenwert 2, sie ist also positiv definit.
Die Matrix (3 %) hat die Eigenwerte 2, —2, sie ist also indefinit.

Die Eigenwerte der Matrix A = (7? %)) sind die Nullstellen von (—2 — ¢)? — 16 =
(t 4+ 2)? — 16 also 2 und —6, d.h. A ist ebenfalls indefinit.

Allgemein gibt es noch folgendes Kriterium, das wir hier nicht beweisen wollen:

Satz 2.48. Sei A = (a;;) € R™" symmetrisch. A ist genau dann positiv definit, wenn
det | : : >0

fiur alle k=1,...,n.

Da A genau dann negativ definit ist, wenn — A positiv definit ist, und die Determinante
multilinear ist, folgt auch: A ist genau dann negativ definit, wenn

aiyl - Qg
(—1)kdet( ; : >>O

ag1 - Akk

firk=1,...,n.

Wir behandeln nur den Spezialfall n = 2:
Satz 2.49. Sei A= ($7Y) eine symmetrische 2 x 2-Matriz. Dann gilt:
(a) Ist det(A) <0, so ist A indefinit.
(b) Ist det(A) > 0 und a > 0, so ist A positiv definit.
(c) Ist det(A) >0 und a < 0, so ist A negativ definit.
Beweis. Seien A\, Ay die beiden Eigenwerte von A. Das charakteristische Polynom ist

xa(t) = det <a;t dﬁt) =t* — (a+ d)t + (ad — b?).

Da A1, Ay die beiden Nullstellen von y 4(¢) sind, gilt
Mdo = det(A) =ad —0? und M +d=a+d

Ist det(A) < 0, so ist genau einer der beiden Eigenwerte > 0, der andere < 0.

Ist det(A) > 0, so haben A; und Ay das gleiche Vorzeichen. Auflerdem ist auch ad =
det(A)+b? positiv, d.h. @ und d haben ebenfalls das gleiche Vorzeichen. Diese haben dann
auch das gleiche Vorzeichen wie A; und As. Die Behauptung folgt nun aus Satz O

Satz 2.50. Sei U C R"™ offen und f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Sei
x € U ein kritischer Punkt von f.
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(a) Ist Hf(x) positiv definit, so besitzt f in x ein lokales Minimum.
(b) Ist Hy(x) negativ definit, so besitzt f in x ein lokales Mazimum.
(c) Ist Hy(zx) indefinit, so besitzt f in x einen Sattelpunkt

Beweis. Setze q(€) := " Hy(z)¢. Da V f(z) = 0, gilt dann nach der Taylorformel

flx+8) = flx) +q(&) + R(E)

mit, lime_,g % = 0.

(a) Da H(x) positiv definit ist, gilt ¢(§) > 0 fir & # 0. AuBlerdem ist ¢ stetig und
homogen vom Grad 2, d.h. g(A¢) = \2q(&) fiir £ € R und A € R. Da S"' := {v € R":
|v|| = 1} € R™ abgeschlossen und beschrénkt, also nach dem Satz von Heine-Borel
kompakt ist, nimmt ¢ auf S"~! ein Minimum an. D.h. es gibt ein ¢ > 0 so, dass q(§) > ¢
fur alle £ € R™ mit [|£]] = 1. Fiir beliebiges £ # 0 erhalten wir dann

£

2.
||§||) > [I€]° - e

q(€) = lI€l”a(

Wegen limg_, féﬁg) = (0 gibt es ein € > 0 so, dass

‘@
€l

< 5 fiir € € B.(0)\ {0},
d.h. [R(§)] < £|I€|I fiir € # 0 mit [|€]| < e. Fiir diese £ erhalten wir dann

Fa+€) > fla) + el = SIElP = F() + 51l > Fa).

Also ist x ein lokales Minimum. (x ist sogar ein isoliertes lokales Minimum, d.h. fiir alle
y # x einer Umgebung von z gilt f(y) > f(x), nicht nur f(y) > f(x).)

(b) Wende (a) auf —f an.

(c) Ist Hy(x) indefinit, so gibt es &;,& € R™ mit & Hy(x)& < 0 und & Hy(x)& > 0.
Setze ag,(t) = x + t§;. Dann gelten

(f o) (0) = (Vf(x),&) =0
und (siehe (2.1)
(f oag)"(0) =& Hy(2)& < 0und (f 0 ag,)"(0) = & Hy(2)& > 0.

Daher hat die Funktion f o ag, in ¢ = 0 ein isoliertes Maximum, f o ag, ein isoliertes
Minimum. Also nimmt f beliebig nahe an = sowohl Werte < f(z) als auch > f(x) an,
und z ist ein Sattelpunkt. m

Im semidefiniten Fall l&sst sich keine Aussage machen:
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Beispiel 2.51. Betrachte die Funktionen f(z,y) = x? und g(x,y) = 2 + y>. Fiir beide
ist 0 ein kritischer Punkt und es gilt Hf(0) = Hy(0) = (23). Diese Matrix ist positiv
semidefinit. Die Funktion f hat in 0 und genauso in jedem Punkt der y-Achse ein lokales
Minimum. Die Funktion g hat in 0 einen Sattelpunkt.

Beispiel 2.52. Sei f(x,y) = 2% — 222 + 222y — o2

Dann ist 5 ) (2" 2
(4 —dxr +4ay®\  (4w(z® —-1+y
Viy) = < 4%y — 2y ) N ( 2y(22% — 1) ) '

Kritische Punkte: Angenommen, V f(z,y) = 0.
Ist x = 0, dann auch y = 0.
Ist y = 0, dann gilt = 0 oder 22 — 1 =0, d.h. z = £1.

Ist 2 # 0 und y # 0, so gilt 2> =1 +y? = 0 und 22% — 1 = 0. Also 2 = y? = § und

daher z = i\%, Yy = j:\/ii.
Insgesamt erhalten wir also die kritischen Punkte (0,0), (£1,0), (:I:\/L57 :I:\/ii)
Die Hessematrix ergibt sich als
Hy(o,y) = 1222 — 4+ 4y 8ay
A5y = Sxy 422 -2
also
-4 0 . .
H(0,0) = ( 0 _2) : negativ definit
8 0 o .
Hp(£1,0) = 0 2/ positiv definit
1 1 4 4
Hi(+x(—,—&=)) = , indefinit
0= (5 )
1 1 4 —4
Hi(+(—=,—F=)) = indefinit.
o= (4 3

Also: (0,0) ist Maximum, (£1,0) sind Minima, die iibrigen vier Punkte sind Sattelpunk-
te.

Der Satz iiber die Umkehrfunktion

Wir erinnern zunéchst an den Satz tiber die Umkehrfunktion aus Analysis 1 (vgl. Anal,
Satz 5.13):

Satz 2.53. Sei I C R ein offenes Intervall, f: I — R stetig differenzierbar und x € I
mit f'(x) # 0. Dann gibt es ein € > 0 so, dass f auf J := (x — €,z + €) streng monoton
und daher injektiv ist. Auf J' := f(J) emistiert die Umkehrfunktion f~': J' — R. Sie ist
differenzierbar und es gilt
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Achtung: Die Umkehrfunktion f~! darf nicht mit 1 verwechselt werden!
Die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion erhélt man aus der Kettenregel: Es
ist f~! o f = id, wobei id die Identitéitsabbildung x + x ist. Also folgt

L=id'(z) = (f Lo f)(x) = (f ) (f(2) - f(2).

Man kann also die Differenzierbarkeit der Umkehrfunktion zeigen und ihre Ableitung
berechnen, ohne die Umkehrfunktion explizit zu kennen.

Beispiel 2.54. Die Sinusfunktion sin ist auf dem Intervall (—%,7) injektiv mit Bild
(—1,1). Die Umkehrfunktion sin™': (=1,1) — R heifit Arcussinus und wird mit arcsin
bezeichnet. Nach dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist arcsin differenzierbar und

arcsin’(sin(z)) = @ Setze y = sin(x). Fiir z € (-3, 7) ist cos(x) > 0 und daher

cos(z) = /1 — sin(x)2. Also erhalten wir

1
arcsin’(y) =

N

Die Tangensfunktion tan ist auf (—Z,Z) definiert durch tan(z) = S22 Mit der Quo-

T2 2 cos(x)
tientenregel erhélt man tan’(z) = m > 0. Also ist tan auf (—7,7) streng monoton

steigend und insbesondere injektiv. Wegen lim,_, 4z tan(z) = +oo ist das Bild von tan
ganz R. Die Umkehrfunktion tan™! nennt man Arcustangens arctan: R — R. Thr Bild
ist (—%, ). Fiir die Ableitung erhalten wir an der Stelle y = tan(x)

1 ) cos(x)? 1 1

t ! = — — = - ’
arctan’(y) tan'(z) cos() cos(z)? + sin(x)? 1 + tan(x)? 1+ y?

Sei nun U C R” offen und f: U — R™ differenzierbar. Falls f eine differenzierbare
Umkehrabbildung ¢ = f~1: V — R" hat, also V = f(U) C R™ und go f = idy,
f o g =1idy, dann liefert die Kettenregel

E, = D(idy)(z) = D(go f)(x) = Dg(f(x)) - Df(x) fir alle z € U

und
Ly = D(idv)(y) = D(f o g)(y) = Df(g(y)) - Dg(y) fir alle y € V.
Setzt man in der letzten Gleichung y = f(x), so erhélt man

En = Df(z)- Dg(f(x)).

Deswegen ist die Matrix Dg(f(z)) invertierbar mit inverser Matrix D f(z), d.h.
Df(f(x)) = (Df(x))".

Insbesondere gilt m = n.

Wie im eindimensionalen Fall sagt der Satz iiber die Umkehrfunktion, dass die In-
vertierbarkeit von D f(z) auch hinreichend fiir die Existenz einer Umkehrabbildung ist,
wenigstens lokal:
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Satz 2.55 (Satz iiber die Umkehrfunktion). Sei U C R™ offen, f: U — R™ stetig
differenzierbar und xo € U. Ist D f(xq) invertierbar, d.h. gilt det(D f(xo)) # 0, dann gibt
es offene Umgebungen V' von xq und W = f(V') von f(zo) so, dass f: V — W bijektiv
ist. Die Umkehrabbildung f~': W — V C R" ist differenzierbar und es gilt

DI (f(x)) = (Df(x))~".

Ist € U mit det(Df(x)) # 0, so sagen wir auch: “f ist lokal bei  umkehrbar” oder
“Invertierbar”.

Beispiel 2.56. Sei f: R? — R? die Abbildung f(z,y) = (22—?, 2zy). Wegen f(—z, —y) =
f(z,y) ist f nicht injektiv, also nicht global umkehrbar.

Es gilt Df(x,y) = (ggj V), also det(Df(z,y)) = 42 + 4y?. Daher ist f iiberall auf
R?\ {0} lokal umkehrbar.
Beispiel 2.57. Betrachte die Abbildung f: (0,00) xR — R?, f(r,¢) = (r cos(¢), rsin(¢)).
Thr Bild ist R?\ {0}. Die Abbildung f ist nicht injektiv, da f(r,¢) = f(r, ¢+ 2m). Daher

besitzt f keine globale Umkehrfunktion.
Es gilt Df(r,¢) = (Z?j((i)) ;ZZ;?;??) und daher det(Df(r, ¢)) = r fiir alle (r, ¢). Daher
ist f iiberall lokal umkehrbar. Fiir die Jacobimatrix der Umkehrfunktion f~! gilt

ot - (3] 728 - () )

Setze (z,y) = f(r,¢) = (rcos(¢),rsin(¢)). Da r > 0, gilt r = /22 + y2. Also erhalten

WIr

1 x (Y
Df Ha,y) = = | _zv x|
\ 22 + y? \/mz+y2 \/x2+y2
Alternativ kénnte man natiirlich versuchen, die Umkehrfunktion explizit zu bestimmen.
Z.B. gilt falls r > 0 und ¢ € (=%, %) (also & = rcos(¢) > 0)

sin(9)
cos(0)

Y

¢ = arctan(tan(¢)) = arctan( )= arctan(;)

Also
fHzy) = (Va2 + 92 arctan(%)) fir (z,y) € (0,00) x R.

Diese Formel funktioniert aber nicht, falls z < 0.
Fiir y > 0 konnen wir ¢ € (0, 7) wihlen. Dann gilt tan(¢ — §) = ==, also

o= arctan(_?%) + g = g — arctan(g).

Fir (z,y) € R x (0,00) erhalten wir also als Umkehrfunktion

@ y) = (Va2 + 2, g - arctan(f)).

Y
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Implizite Funktionen und Extrema unter Nebenbedingungen

Wir wollen auch Extremwerte von Funktionen auf allgemeineren als nur offenen Teil-
mengen von R™ bestimmen.

Beispiel 2.58. Sei f: R? — R die Funktion f(x,y) = x+y. Auf R? hat sie keine kritischen
Punkte, also kein Extremum. Aber wenn wir f auf S' := {(z,y) € R? : 2% + ¢y* = 1}
einschrinken, dann hat sie dort ein Minimum und ein Maximum (warum?). Wie kénnen
wir dieses finden? Eine naheliegende Moglichkeit ist, S' zu parametrisieren: Betrachte
die Kurve a: R — R? «a(t) = (cos(t),sin(t)). Hat f ein Extremum in einem Punkt
a(ty) € S mit geeignetem ¢y € R, so hat f o a ein Extremum in to. Es gilt f o a(t) =
cos(t) + sin(t), also (f o a)'(t) = cos(t) — sin(t). Dies wird 0, falls cos(t) = sin(¢), d.h.

T T 1 1

fir t = ...,%7 —m 7,5 + 7, .... Die Bilder dieser Punkte unter a sind (75, 75) und
(—\/ii, —\%) Offenbar ist der erste Punkt ein Maximum, der zweite ein Minimum.

Im Allgemeinen ist es aber schwierig, eine Parametrisierung zu finden. Um ein notwen-
diges Kriterium fiir ein Extremum zu finden, geniigt aber die Existenz einer Parametri-
sierung. Diese liefert der Satz iiber implizite Funktionen. Er behandelt die Auflésbarkeit
von Gleichungen.

Beispiel 2.59. Der Einheitskreis S' := {(z,y) € R?: 22 + y? = 1} ist die Losungsmenge
der Gleichung

Foy) =0 mit  flr,y) =t +y 1

Kénnen wir die Gleichung f(x,y) = 0 nach x oder y auflésen? Genauer fragen wir: Sei
(a,b) mit f(a,b) = 0 gegeben. Gibt es dann eine differenzierbare Funktion g(x), die in
einer Umgebung von a definiert ist, so, dass g(a) = b und f(z,g(x)) = 0 fir alle z, wo
g definiert ist (Auflosbarkeit nach y)? Oder gibt es eine differenzierbare Funktion h(y),
die in einer Umgebung von b definiert ist, so, dass h(b) = a und f(h(y),y) = 0 fiir alle
y (Auflésbarkeit nach x)?

Fiir b > 0, also a € (—1,1) kénnen wir f(x,y) = 0 nach y auflésen: Fiir z € (—1,1)
ist y = g(x) = v/1 — 22 die gesuchte Funktion mit g(a) = b.

Genauso, falls b < 0: Dann ist y = g(x) = —v/1 — 22.

Fir (a,b) = (1,0) (und (—1,0)) ist die Gleichung aber nicht nach y auflésbar! Die
Funktion ¢g(z) = v/1 — 2?2 ist in = 1 nicht differenzierbar. Das Problem ist, dass die
Tangente an S im Punkt (1, 0) parallel zur y-Achse ist, oder anders gesagt, dass V f(1,0)
senkrecht auf der y-Achse steht.

Dafiir konnen wir f(x,y) = 0 bei (1,0) nach x auflésen: x = h(y) = /1 — y? ist die
gesuchte differenzierbare Funktion von y.

Angenommen, wir haben in (a, b) eine Auflésung nach y gefunden, also eine differen-
zierbare Funktion g(x) mit g(a) = b und f(z,g(x)) = 0. Dann gilt nach der Kettenregel

0= (2 g1+ %@:,g(a:)) (@),

also, falls g—i(x,g(x)) # 0,

/o)== (Gwan) - Hwae,
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Die Bedingung g—g(a:, g(x)) # 0 sagt gerade, dass V f(z, g(x)) nicht senkrecht auf der
y-Achse steht.
In unserem Fall erhalten wir damit

2z T

g/(m)*_zq(x) - /—1_1:2'

Beispiel 2.60. Betrachte die Funktion f(z,y) = 2% + y® — 62y (siche Abb. [5). Hier gilt

4 -
Abbildung 5: 2% + y* — 62y = 0

V£(0,0) =0.1In (0,0) ist f(x,y) =0 weder nach = noch nach y auflésbar.

Im Punkt (3,3) gilt Vf(3,3) = (§). Hier ist die Gleichung sowohl nach z als auch
nach y auflosbar. Ist y = g(z) eine Auflésung nach y mit g(3) = 3, so erhalten wir wieder
mit der Kettenregel

g (x)=— (g_?i(xag(x))>_ %(w,g(l')) - _22(1’;268((2 N gxizg(ijg’

also ¢'(3) = —1. Wir kénnen also die Ableitung von g einfach berechnen, ohne g explizit
zu kennen.

Allgemeiner betrachten wir jetzt Systeme von m Gleichungen in k + m Variablen.
D.h. wir betrachten eine stetig differenzierbare Funktion f: U — R™, wobei U C RF x

R™ offen ist. Wir bezeichnen die Variablen in R* x R™ mit z1,..., 2%, Y1, .., Ym. Die
Jacobimatrix von f im Punkt (z,y) = (x1,...,Zk, Y1, .- ., Ym) ist dann die m x (k +m)-
Matrix
d 9 0 0
() - h(ry) Fr(ry) - f(zy)
Df(z,y) = : : : s
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Zur Abkiirzung setzen wir

of of
y Blew) - Few)
—(:I:,y) = € R™* )
Oz Ofm Ofm

11 (iL’,y) Y B (xay)
8f( ) oY1 (l'7 y) OYym, (ZL’, y) y
Oy ) )

Satz 2.61 (Satz iiber implizite Funktionen). Sei U C RF x R™ offen, f: U — R™ stetig
differenzierbar und (a,b) € U ein Punkt mit f(a,b) = 0. Ist dann g—g(a,b) e Rmxm
invertierbar, so gibt es Umgebungen V C RF von a und W C R™ von b mit V. x W C U
und eine stetig differenzierbare Abbildung g: V. — W mit folgenden Eigenschaften:

(a) g(a) =b.
(b) Fir (z,y) € Vx W gilt f(z,y) =0< y = g(z).

(¢) Dg(z) =— (%(w,g(m))) - . %(m,g(x)) c R™* fiir alle x € V.

Wir kénnen also die Gleichung f(x,y) = 0 lokal bei (a, b) nach y auflésen.
Beweis. Setze F: U — R¥ x R™ F(x,y) = (z, f(z,y)). Dann gilt

By, 0
DF(a,b) = (%(a,b) %(aa b)) .
Da nach Voraussetzung g—i(a, b) invertierbar ist, ist auch DF'(a,b) invertierbar. Nach
dem Satz iiber die Umkehrfunktion ist F' lokal bei (a,b) umkehrbar. D.h. es gibt
eine stetig differenzierbare Abbildung G, die in einer Umgebung von F'(a,b) = (a,0)
definiert ist, mit F(G(x,y)) = (z,y) und G(F(z,y)) = (z,y) in einer Umgebung von
(a,0) bzw. (a,b). Da F die ersten k Koordinaten x1, ..., z) nicht dndert, gilt dies auch
fir die Umkehrfunktion G. D.h. G ist von der Form G(z,y) = (x,h(x,y)) mit einer

(
(a) Wegen F'(a,b) = (a,0) gilt G(a,0) = (a,b), also g(a) = h(a,0) = b.

(b) Es gilt F(z,g(x)) = F(G(x,0)) = (x,0), also f(z,g(z)) = 0.

Gilt umgekehrt f(z,y) = 0, dann ist F(x,y) = («,0), also (z,y) = G(z,0), d.h.
y = h(z,0) = g(a) |

(c) Nach Voraussetzung ist det(g—’yc(a,b)) # 0. Da die partiellen Ableitungen von f
stetig sind, gilt dies auch in einer Umgebung von (a, b), d.h. g—i(x, y) ist fiir alle (z,y) in
einer Umgebung von (a, b) invertierbar.

Da f(z,g(x)) = 0 fiir alle z in einer Umgebung von a, folgt

_of

0 agnmm»aﬁggamm»Dmm
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also

Dy(o) = - (Ghwata) - L gton,

]

Bemerkung 2.62. Steckt in der Jacobimatrix D f(a,b) irgendeine invertierbare m x m-
Matrix (dies ist dquivalent dazu, dass der Rang|von D f(a, b) gleich m ist), dann kénnen
wir f(x,y) = 0 lokal bei (a,b) entsprechend auflésen. Betrachte z.B. f: R® — R? mit

3 —1

Dann ist f(1,1,0) = 0 und

praao = (3 ).

Die Matrix (99) ist nicht invertierbar. Aber die beiden Matrizen (39) und (39) sind
invertierbar. Daher kénnen wir die Gleichung f(x,y, z) = 0, d.h. das Gleichungssystem

=1

Py z=2

lokal bei (1,1,0) nach (z,y) und nach (z,z) auflssen. D.h. es gibt R*-wertige stetig
differenzierbare Abbildungen ¢(z) = (¢1(2), g2(2)) und h(y) = (h1(y), ha(y)), die in einer
Umgebung von z = 0 bzw. y = 1 definiert sind, mit ¢(0) = (1,1), (1) = (1,0) und

f(g1(2),gz(2), Z) =0 bzw. f(h1(y),y, h2<y)) =0.

Definition 2.63. Sei U C R” offen, g: U — R™ stetig differenzierbar und sei f: U — R
eine Funktion. Sei a € U ein Punkt mit g(a) = 0 und rang(Dg(a)) = m. Wir sagen, f
habe ein (lokales) Mazimum (bzw. Minimum) unter der Nebenbedingung g = 0, falls es
eine Umgebung V' von a in U gibt so, dass

f(z) < f(a) (bzw. f(x) > f(a)) fir alle z € V mit g(x) = 0.

Ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz eines lokalen Extremums unter einer Ne-
benbedingung liefert die Methode der sog. Lagrangeschen Multiplikatoren:

Satz 2.64 (Lagrangesche Multiplikatoren). Seien U, g, a wie in Definition . Schreibe
g=1(91,--,9m) mit g;: U — R. Sei f: U — R differenzierbar. Hat f in a ein lokales
Extremum unter der Nebenbedingung g = 0, dann gibt es reelle Zahlen A\, ..., \y So,
dass

Vf(a) = MVg(a)+ -+ A Vgn(a)

4siehe LinAlg Def. 3.23 und 3.25
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Bevor wir den Satz beweisen, betrachten wir noch einmal das Beispiel vom Beginn
dieses Abschnitts: Gesucht sind Extrema von f(x,y) = x +y unter der Nebenbedingung
2?2 +y? = 1. Setze also g(z,y) = > +y?—1. Dann gilt Dg(z,y) = (Vg(x,y))" = (2z,2y).
Fir (z,y) mit g(z,y) = 0 gilt stets rang(Dg(x,y)) = 1. Also kénnen wir die Methode
der Langrangeschen Multiplikatoren anwenden:

Hat f in (x,y) ein Extremum unter der Nebenbedingung g = 0, so gibt es ein A € R

" Vi(r,y) = G) =\-Vy(z,y) = @iz) :

Dies impliziert « = y. Mit der Nebenbedinung #? + y* = 1 erhalten wir also erneut die
beiden Moglichkeiten x =y = i\%.

Beweis von Satz[2.04). Nach Voraussetzung gilt rang(Dg(a)) = m, d.h. in der m x n-
Matrix Dg(a) gibt es m linear unabhéngige Spalten. Die m x m-Matrix, die aus diesen
Spalten besteht, ist dann invertierbar. Setze k£ := n — m. Nach Umnummerierung der
Koordinaten konnen wir annehmen, dass

8 8
o (@) e Gon(a)
Ogm Ogm
(@) - Gr(a)

invertierbar ist. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen [2.61| gibt es dann eine in ei-
ner Umgebung V von (ay, ..., a;) € R¥ definierte stetig differenzierbare Abbildung ¢ =
(D1, Om): V = R mit ¢(ay,...,ax) = (ags1,-..,a,) und g(xy, ..., xp, d(x1, ..., xk))
0 fiir alle z1,...,2, € V. Setze ®: V = R", ®(xy,...,2x) = (21, .., Tk, &(21,...,71)).
Da f in a ein Extremum unter der Nebenbedingung g = 0 hat, hat die Funktion
fo®:V — R ein Extremum in (ay,...,ax), also D(f o ®)(ay,...,a;) = 0.
Nach der Kettenregel gilt dann

OZD(foq)>(a’17'”7ak) - Df<a) "Dq)(alv“'7ak)7
d.h. Df(a) ist eine Losung des linearen Gleichungssystems (LGS)
v-D®(ay,...,a;) =0 (ve&R¥™).

Da D®(ay,...,a;) Rang k hat, hat der Losungsraum dieses LGS die Dimension n — k =
m.
Weiter gilt nach Konstruktion von ¢ auch g; 0 ® =0 fiir i = 1,...,m, also

Dg,(a) - D®(ay,...,ar) =0

fir ¢ = 1,...,m, und die Vektoren Dg;(a), i = 1,...,m, sind ebenfalls Losungen
des LGS. Wegen rang(Dg(a)) = m sind sie linear unabhéngig, also eine Basis des
Losungsraums. Dies liefert die Behauptung. O]
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Beispiel 2.65. Sei A € R™*" eine symmetrische n x n-Matrix und f: R™ — R definiert
durch f(z) := 27 Az = (x, Az). Die Funktion f ist differenzierbar. Da S"~! = {z € R™ :
|z|| = 1} kompakt ist, nimmt f auf S"~! ein Minimum und ein Maximum an. Diese sind
Extrema von f unter der Nebenbedingung z7 + - -+ + 22 = 1. Sei also g: R" — R die
Funktion g(z) = 23 + --- + 22 — 1. Fiir alle z € S"" ! ist Vg(z) = 2z # 0, also kénnen
wir die Methode der Lagrangeschen Multiplikatoren anwenden.

Nach Beispiel R.21|(b) ist Df(z) = 2T (A + AT) = 22T A, also Vf(z) = 2Az. An den
Extremstellen gibt es also ein A € R mit 2Ax = 2\z, d.h. x ist ein Eigenvektor von
A mit zugehorigem Eigenwert A. Dies zeigt (wie oben schon aus der linearen Algebra
zitiert), dass jede symmetrische Matrix einen Eigenwert besitzt.

Beispiel 2.66. Wir wollen die Extremwerte der Funktion f: R® — R, f(x,y,2) = 3z +
2y + z, unter den Nebenbedingungen z —y + 2z = 1 und 22 + y? = 1 bestimmen.
Betrachte also g: R® — R?,

r—y+z-—1
g((L’,y,Z): < x2+y2—1 >

Dann gilt

1 -11
Setze N := {(z,y,2) : g(z,y,2) = 0}. Fir (x,y,2) € N gilt stets (z,y) # (0,0). Daher
ist rang(Dg(z,y, z)) = 2 fiir alle (x,y,2) € N, und wir kénnen Satz anwenden.

Esist Vf(z,y,z2) = (?) fir alle (x,y,2). Hat f in (x,y, 2) ein Extremum unter der
Nebenbedingung g = 0, so gibt es A, A2 so, dass

3 1 2x
21 = )\1 11+ )\2 2y
1 1 0

Dies ergibt \; = 1, 2 o2 = 2 und 2)\y = 3, also
1 3
rT=—, y=—_—-:.

Ay 29

Die Nebenbedingung x2 + y? = 1 liefert nun

3., 13 V13
2= "= also Ny = £——
) T ma s 2

Die z-Koordinate der moglichen Extrema erhalten wir aus der ersten Nebenbedingung
xr —y + z = 1. Insgesamt bekommen wir folgende moglichen Extrema:

2 3 " 1 2 3 ] 1
V13131 V13 V13T V137 V13

Der Wert der Funktion f an den beiden Stellen ist 1+ /13 bzw. 1 — /13.

( ) und (

).
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Handelt es sich tatsdchlich um Extrema?
Die Teilmenge N C IR3 ist abgeschlossen und beschriinkt, also kompakt. Daher nimmt

f (als stetige Funktion) auf N ein Maximum und ein Minimum an. Nach dem oben

gezeigten muss in (\/LT?,’ \/iﬁ, 1+ J%) ein Maximum vorliegen, in (—\/%, -2 1--1)

' - V13’ V13
ein Minimum.

3 Ergdnzungen zur Integralrechnung

Anwendungen des Hauptsatzes

Erinnerung 3.1. Seien I C R ein Intervall,a < b € I, f,g: I — R (Riemann-)integrierbar
(Anal, Def. 6.3, z.B. f, g stetig, Anal, Kor. 6.7), A, u € R. Dann gelten

(a) Af + pg ist integrierbar und fab(/\f + pg)(x)dx = )\fabf(x)dx + ,ufabg(x)dx (Li-
nearitdt).

(b) Ist f(z) < g(x) fiir alle z € I, dann ist fabf(x)dx < f;g(x)dx (Monotonie).
(¢) |f]: I — R ist integrierbar und |fabf(a:)da:\ < fab |f(x)|dz (Dreiecksungleichung).
(d) Fira<b<cin I gilt fabf(x)dx + [, f(x)dz = [T f(z)dz (Additivitdt).

Auflerdem setzt man [, f(x)dx == — f;f(:v)dx

Der Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (Anal, Satz 6.11) besagt: Sei
I C R ein Intervall, @ € I und f: I — R stetig. Fiir # € I setze F(z) == [ f(z)dx.
Dann ist F differenzierbar und es gilt F'(z) = f(x).

Eine Stammfunktion von f: I — R ist eine differenzierbare Funktion F': [ — R mit
F'=f.

Sind F', G zwei Stammfunktionen von f, so ist F' — G konstant.

Mittels Stammfunktionen kann man Integrale berechnen:

Satz 3.2. Sei f: I — R stetig, und sei ' eine Stammfunktion von f. Dann gilt fiir
a,bel

b
/ f(x)dx = F(b) — F(a).

Beweis. Setze G(z) = [ f(x)dx. Nach dem Hauptsatz ist G eine Stammfunktion. Also
ist /' — G konstant. Deswegen gilt

b a b
F(b) — F(a) =G(b) — G(a) = / f(z)dz —/ f(z)dx = / f(z)dz.

]

Notation 3.3. Fiir eine Funktion f schreiben wir manchmal f(z)|, := f(a) und f(x)|% :=
F(b) = f(a). Also z.B. [” f(z)dz = F(z)[].
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Beispiel 3.4.

1
1

/ dx = arctan(z)|} = T

0 4

14 22
(siehe Beispiel [2.54)).
Beispiel 3.5. Fiir z > 0 gilt Llog(z) = 1. Fir z < 0 gilt Llog(—z) = =% = 1.

Insgesamt also - log(|z|) = L fiir  # 0. Daher erhalten wir fiir a < b mit 0 & [a, b]:

/ édm — log([b]) — log(|al)

Beispiel 3.6. Um fb — —L . dx, wobei £1 ¢ [a, b], zu berechnen, kann man die Methode der
Partialbruchzerlegung benutzen Es gilt 1 — 2% = (1 + z)(1 — ). Ansatz:
1 o B al—9)+801+2) (B-—a)r+(ath)

1—x2_1+x+1—x: 1— 22 - 1 — 22

Dies liefert a = g = .

b b b
1 1 1 1 1
dz = - dz — = d
/a1—x2$ 2/a1+x$ 2/6_7;—133

1
5 log(|1 + =)o — 5 log(|a — 1)la

(1 + =) = 3(35= — 757)- Daher gilt

Satz 3.7 (Substitutionsregel). Sei f: I — R stetig und sei ¢: [a,b] — R stetig differen-
zierbar mit ¢([a,b]) C I. Dann gilt

o(b)
/ f(o t)dt = f(z)dz
¢(a)

Beweis. Sei F': I — R eine Stammfunktion von f. Dann gilt (F o) (t) = f(p(t)) - ¢' (%),
d.h. F o ¢ ist eine Stammfunktion von t — f(¢(t))¢'(t). Also gilt

b o(b)
/f@@W@ﬁ=ﬂMW—FW@%iL)ﬂ®M

Beispiel 3.8. Sei ¢: [a,b] — R stetig differenzierbar, ¢(t) # 0 fiir alle ¢ € [a,b]. Dann
gilt

]

")

dt = log(|6(t)])],

Substitutionsformel mit f(z) = * und Beispiel .

49



Beispiel 3.9. Der Flicheninhalt der halben Kreisscheibe {(z,y) € R? : 22+y* < 1,y > 0}
ist

1
/ V1 — z2dx.
-1

Fir —1 < a < b < 1 gilt mit Substitution x = sin(¢):

b
/ V1—22dr = V1 —sin(t)? cos(t)dt = / cos(t)dt,

wobei u := arcsin(a), v := arcsin(b). Mit cos(t) = 3 (e + e~) erhalten wir

arcsin(b)

arcsin(a)

1 1 1
cos(t)? = 4( 294 = 5 —cos(2t) + = 5

Also ,
1 /[ 1 1
/ V1 —ax?dr = 5 / (cos(2t) 4+ 1)dt = 2 sin(2t) ]y + §t|’;

Es gilt sin(2t) = 2sin(t) cos(t) = 2sin(t)/1 — sin(t)? und daher
1 1
1 sin(2t)]; = 53:\/1 — 2’
Damit erhalten wir insgesamt
’ 1 b 1 b
/ V1 —2%2dx = 5TV 1 -2, + 5 arcsin(z)|,.

Mit a — —1, b — 1, folgt

1
1
/ V1 —z?dz = §(arcsin(1) — arcsin(—1)) = 5
-1

Satz 3.10 (Partielle Integration). Seien f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar. Dann gilt

/Juwmm:ﬂWMM—/fwmwm

Beweis. Fiir F' = fg gilt nach der Produktregel (Anal, Satz 5.10) F'(z) = f'(z)g(x) +
f(z)g'(x). Also

rol = [ o= [ f@awas [ i@

Daraus folgt die Behauptung. O]
Beispiel 3.11.

b b b b
/ log(z)dx = / log(x) - 1dx = log(x)z|% — / log(x)zdx = xlog(z)|> — / 1dz
= a(log(z) — 1),
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Als Anwendung der Substitutionsregel diskutieren wir die Bogenlénge von Kurven.

Definition 3.12. Sei a: [a,b] — R" eine stetig differenzierbare Kurve. Die Linge oder
Bogenldinge von « ist die Zahl

L(a) = / o (8) ldt.

Eine heuristische Erklarung dieser Definition ist folgende: Wir stellen uns [a, b] in sehr
kleine Teilintervalle zerlegt vor: a = to,t; < --- < ty = b. Ist ¢; nah genug an t;_1, so
sollte die Lange des Bogens zwischen «(t;—1) und a(t;) etwa gleich ||a(t;) —a(t;—1)|| sein,
und dies wiederum etwa (t; — t;_1)||c/(ti_1)|. Also sollte SN (t; — t;_1)||o’ (t;_1)]|| eine
gute Approximation an die Bogenldnge sein. Macht man die Zerlegung immer feiner, so
wird aus der letzten Summe das Integral fab |l (t)||dt.

Dies kann man in der Tat prézise machen, siehe z.B. Forster, Analysis 2, §4.
Beispiel 3.13. Der Einheitskreis wird parametrisiert durch «a: [0,27] — R? a(t) =
(cos(t),sin(t)). Es gilt o/(t) = (—sin(t),cos(t)), also ||o/(t)]| = 1 fiir alle ¢ € [0, 27].
Daher erhalten wir L(«a) = 27, wie erwartet.

Den oberen Halbkreis kénnen wir auch durch 8: [—1,1] — R? B(t) = (t,v/1 — t2), pa-
rametrisieren. (Wir vernachlissigen im Folgenden, dass /5 an den Randpunkten nicht dif-
ferenzierbar ist; vgl. aber die Argumentation in Beispiel ) Dann gilt 5'(t) = (1, -=%5),

V12
also
12 1 1
I o
18" U -2 Az
Daher gilt (vgl. Beispiel [2.54)

™

Ly b1 | W
/_1 |6 (t)||dt = /_1 ﬁdt = arcsin(t)|', = 5 (—E) =,

ebenfalls wie erwartet.

Allgemeiner ist die Bogenldnge unabhéingig von der Parametrisierung in folgendem
Sinn:

Definition 3.14. Seien [a,b] und [d/, ] Intervalle, und sei ¢: [a,b] — [d/, ] bijektiv.
Sind ¢ und ¢! stetig differenzierbar, so nennen wir ¢ eine Parametertransformation.
Eine Parametertransformation ¢ heiit orientierungserhaltend, falls ¢'(t) > 0 fiir alle
t € [a,b] (also ¢ streng monoton wachsend), und orientierungsumkehrend, falls ¢'(t) < 0
fir alle t € [a,b] (also ¢ streng monoton fallend).

Satz 3.15. Sei a: [@/,V'] — R" eine stetig differenzierbare Kurve, und sei ¢: |a,b] —
[d, V] eine Parametertransformation. Dann gilt L(c o ¢) = L(a).
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Beweis. Wir nehmen an, dass ¢ orientierungsumkehrend ist. Dann gilt ¢(a) = b und
¢(b) = d’. Der andere Fall geht genauso.

Liaod) = / (0 &) (1)t
= [l )@
= [ @) (—F W)t (da /(1) < 0)

= —/ |/ (s)]|ds (Substitutionsregel [3.7))
b/

]

Als Anwendung der partiellen Integration beweisen wir die eindimensionale Taylor-
formel zweiter Ordnung [2.42;

Satz 3.16. Sei I C R ein Intervall, g: I — R zweimal stetig differenzierbar und xqy € 1.
Fiir x € I gilt dann

9(x) = g(xo) + (z — m9) - g'(0) + R(z)
mit R(x) = — [ (t —x) - " (t)dt.

Beweis. Nach dem Hauptsatz gilt

g(z) — g(zo) = /x g'(t) - 1dt

Zo

=g (t)(t —x)|3, — / g"(t)(t — z)dt (partielle Integration)

o

= —¢'(z0)(xg — 1) — /m(t —x)g" (t)dt.

o
Umstellen liefert die Behauptung. ]

Korollar 3.17. Sei I C R ein Intervall, g: I — R zweimal stetig differenzierbar und
xg € 1. Fiirx € I gibt es ein & € (xg,x) so, dass

(&~ 20)” _;0) g" ()

Dies liefert Satz durch die Substitution tg = zg, t = x — xg, T = £ — 2.

g9(x) = g(xo) + (x — x0) - ¢'(w0) +
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Beweis. Nach Satz [3.16 haben wir

9(x) = g(x0) + (v — x0) - g'(w0) + /x(x — 1) ¢"(t)dt.

zo
Nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung (Anal, Satz 6.10) gibt es ein & € (20, x)
so, dass

T

—(x—1)?
2

ol o).

[ @=0-gwa=g1©- [ @-na-g© .

o Zo

z0

Uneigentliche Integrale

Definition 3.18 (uneigentliches Integral iiber [a,00)). Sei a € R und f: [a,00) — R
eine Funktion, die auf jedem Intervall [a, b] mit a < b € R integrierbar ist (z.B. f stetig).
Wir sagen, dass das uneigentliche Integral faoo f(z)dz konvergiert, falls der Grenzwert

/aoo f(z)dz = lim /abf(:v)d:v

b—o0

existiert. Andernfalls sagen wir, dass das uneigentliche Integral divergiert. Analog defi-
niert man das uneigentliche Integral f_boo f(z)dz fir eine Funktion f: (—oo,b] — R.

Beispiel 3.19. Wir betrachten die Funktion f: [1,00) — R, f(z) = 2 fiir o € R.

(a) Fir « = —1 gilt 2* = 1 und flb 2dz = log(b) — log(1) — oo fiir b — oo, d.h.
[ Lda divergiert.

(b) Fiir a # —1ist 52" eine Stammfunktion von z*. Also flb rdr = (b -1).
Fiir « > —1 divergiert daher floo x%dz. Fir a < —1 konvergiert es und hat den

Wert f1°° xdx = —a+r1.

Definition 3.20 (uneigentliches Integral iiber [a,b)). Seien a,b € R und f: [a,0) — R
auf jedem Intervall [a,c] mit a < ¢ < b integrierbar. Wir sagen, dass das uneigentliche

Integral f: f(x)dx konvergiert, falls der Grenzwert
b c
/a flz)dz = %1;%/(1 f(z)dz

existiert. Andernfalls sagen wir, dass das uneigentliche Integral divergiert. Analog defi-
niert man das uneigentliche Integral ff f(z)dz fir eine Funktion f: (a,b] — R.

Beispiel 3.21. Wir betrachten die Funktion f(x) = 2® auf (0,1]. Fiir o < 0 ist diese in
0 nicht definiert.

(a) a=—1: [ Ldz = —log(c) 7 oo fiir ¢ \, 0. D.h. [ Ldz divergiert.
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(b) a > —1: fclazo‘da: = ol — L fiir ¢ \, 0. D.h. fiir @ > —1 konvergiert

L a+1
(6
o x*da.

(¢) a < —1: [lz%dz = —5z*tL 7 oo fiir ¢ N\, 0, d.h. das uneigentliche Integral
divergiert.

Beispiel 3.22. Wir betrachten den Logarithmus log auf (0, 1]. Fiir ¢ € (0, 1] gilt nach
Beispiel

1
/ log(z)dr = x(log(z) — 1)|} = —1 — clog(c) + ¢ 0, —1,

d.h. das uneigentliche Integral fol log(z)dz konvergiert und fol log(x)dx = —1.

Definition 3.23 (uneigentliches Integral iiber (a,b), a = —o00,b = oo erlaubt). Sei
f: (a,b) — R auf jedem kompakten Teilintervall von (a,b) integrierbar. Wéhle ein
¢ € (a,b). Wir sagen, dass das uneigentliche Integral fab f(z)dz konvergiert, falls bei-

de uneigentlichen Integrale fac f(x)dx und fcb f(x)dx konvergieren. In diesem Fall setzen

[ stie = [ s [ s

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von c.

Beispiel 3.24. (a) Das uneigentliche Integral fooo x%dzr konvergiert fiir kein @ € R
(wéhle ¢ = 1 und benutze die Beispiele und

(b) Fiir a > 0 gilt [* xdxz = 0. Also existiert der Grenzwert lim,_,o [*, zdz = 0. Das
uneigentliche Integral [ fooo xdx konvergiert aber nicht, da fooo xdx nicht konvergiert.

(¢) Das uneigentliche Integral [ - = L dx konvergiert: fo T —Lodr = arctan(z)|} =
arctan(b) — 7 fiir b — oo und f ljxgdx = —arctan(a) — 7 fiir a — —o0,

also

(d) Das uneigentliche Integral f_ll ﬁd% konvergiert ebenfalls: Auf (—1, 1) ist arcsin
eine Stammfunktion, also fob ﬁdw = arcsin(b) —— LZAN 5 f mdw = —arcsin(a)

—1 .
ol 5 und insgesamt

|
/ L
1V 1-— 1'2
Manchmal kann man wenigstens die Konvergenz uneigentlicher Integrale zeigen, ohne
sie explizit zu berechnen, also ohne Kenntnis einer Stammfunktion.
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Definition 3.25. In der Situationen von Definition (und analog bei Def.
und D sagen wir, dass das uneigentliche Integral faoo f(z)dz absolut konvergiert, falls
[ 1f(z)|dx konvergiert.

Die folgenden beiden Sétze sind nur fiir den Fall [ aus Definition formuliert,
gelten aber analog in den anderen beiden Féllen.

Satz 3.26. Konvergiert faoo f(z)dz absolut, so konvergiert es, und es gilt

!/aoo F(@)da| < /aoo () dz.

Beweis. Fiir x € [a,00) gilt 0 < |f(x)] — f(z) < 2|f(x)]. Wegen der Monotonie des
Integrals folgt fiir alle b € [a, o)

b b [e%s)
/ (1£()] - f(2))dz < 2 / (@)l < 2 / f(@)d.

Die zweite Ungleichung gilt, da nach Voraussetzung faoo | f (z)|dx konvergiert und der In-
tegrand nicht negativ ist. Da auch |f(z)|— f(z) > 0, wichst f;(\f(x)|—f(x))dx monoton

fiir b 7 0o. Da es auflerdem beschrankt ist, existiert der Grenzwert limy_, fab(] flz)| —
f(@)de = [(|f(x)| — f(z))dz (Anal, Satz 2.62). Es folgt, dass auch [ f(x)dx kon-

vergiert.
Aus der Dreiecksungleichung | fab f(x)dz] < f(f |f(z)|dz folgt mit b — oo die zweite
Behauptung. O
C

Satz 3.27 (Majorantenkriterium). Seien f,g: [a,00) — R auf jedem Intervall [a,b
la, 00) integrierbar. Konvergiert [ g(x)dz und gilt | f(z)| < g(z) fir alle z € [a,00),
dann konvergiert [ f(z)dx absolut.

Man nennt g eine Majorante fiir f.

Beweis. Fiir alle b € [a,00) gilt wieder wegen der Monotonie des Integrals

[ 1wl < [ g < [ gt

Wie im Beweis von Satz E folgt, dass das uneigentliche Integral f x)|dz konver-
giert. O

Beispiel 3.28.  (a) [*° <) 4z konvergiert absolut, da [;° Zsdx konvergiert (51ehe Bei-

1 x2

1 cos(x

spiel |3.19). Das uneigentliche Integral f
konvergiert (Beispiel -

(b) Das uneigentliche Integral f 50 sin :B) dzx konvergiert, aber es konvergiert nicht abso-
lut.

dx konvergiert absolut, da fo fd:c
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Beweis. Zunéchst gilt lim, o ﬁm(w) = lim,\ @ = 1 nach I'Hospital (Ana 1,
Satz 5.23), die untere Integratlonsgrenze ist also unproblematisch.

OOS]I’ICC

Wir zeigen erst, dass f sin@) 2 nicht absolut konvergiert. Es gilt:

/l”r sin(x Z / sm
0

Aber Y3, 1 — oo fiir k — co. Also divergiert [, | |92 g,

8] sm(x 8] sm(a:)d

dz konvergiert, reicht es zu zeigen, dass f x

Um zu zeigen, dass [,
konvergiert. Fiir b > 7 gﬂt mit partieller Integration

/ L sin(z)dz = —S@)|" _ / cos(a) , __cos(b) _ / cos(a) |
P % ZL’2 b % 1’2

x~ T x
2

Der erste Term geht fiir b — oo gegen 0; der zweite konvergiert nach dem Majo-
rantenkriterium. O

Satz 3.29 (Integralvergleichskriterium). Sei f: [1,00) — R auf jedem Teilintervall [1,b]
integrierbar, monoton fallend und f(xz) > 0 fir alle x € [1,00). Dann gilt:

Zf(k) konvergiert <:)/ f(z)dz konvergiert.
1

k=1

Beweis. Fir z € [k, k + 1] gilt f(k) > f(z) > f(k+ 1). Wegen der Monotonie des
Integrals folgt

k+1
f(k) = fle)dx = f(k+1),
k

und damit

N N+1 N+1

iz [ fa)de= Y k)

k=1 1 k=2
Daraus folgt die Behauptung. O

Beispiel 3.30. Mit der Funktion f(z) = - = 2~ und Beispiel erhalten wir:

=1
Z o konvergiert <= «a > 1.
k=1
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Integral und Grenzwert

Erinnerung 3.31. Sei X ein metrischer Raum (z.B. ein Intervall in R) und sei (f,)nen
eine Folge von Funktionen f,,: X — R. Die Folge (f,,)nen konvergiert gleichmdfig gegen
f: X = R, wenn es zu jedem € > 0 ein N € N gibt so, dass

|f(z) = fu(x)] < efirallen >N und z € X.
Dies ist gleichbedeutend mit
| f = falloo = 0 fir n — oc.

Konvergiert die Folge gleichméfig und sind alle f,, stetig, dann ist auch f stetig (Anal,
Satz 3.32).
Gilt nur
lim f,(z) = f(x) fur alle z € X,

n—o0
so sagen wir, (f,)nen konvergiere punktweise gegen f.

Beispiel 3.32. Betrachte die Folge von Funktionen f,: [0,1] — R, f,(z) = z". Dann
konvergiert (f,).eny punktweise gegen die Funktion f: [0,1] — R, f(z) = 0 fir z < 1,
f(1) = 1. Sie konvergiert aber nicht gleichmafig.

Satz 3.33. Sei I = [a,b] C R ein Intervall, und sei (f,)nen eine Folge stetiger Funktio-
nen fn: I — R, welche gleichmdijfig gegen die Funktion f: I — R konvergiert. (Also ist
f stetig und insbesondere integrierbar). Dann gilt

lim fn dx—/f

n—oo

Beweis. Sei € > 0 gegeben. Wihle N so groB, dass || f — fue < 37
Dann gilt fiir diese n

[ s@ar= [ @l =1 [ (@) - g

/ |f(x x)|dx (Dreiecksungleichung)

< d
/Gb—ax

= €

— fiir alle n > N gilt.

Daraus folgt die Behauptung. m
Beispiel 3.34. (a) Betrachte die Funktionen f,: [0,1] — R,

2n’x fiir z < 1
fo(z) =< 2n — onx fur < T <
0 fiir L pr § z < 1.
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Die Funktionen f,, sind stetig und konvergieren fiir n — oo punktweise gegen die
Nullfunktion (da f,(x) = 0 sobald n > 1). Sie konvergiert aber nicht gleichméBig,

da || fn — Ol|co = || fu|lee = m. Fiir die Integrale gilt fo fa(z)dz = 3 fiir alle n. Also
konvergieren sie, aber nicht gegen das Integral der Grenzfunktlon

(b) Setze fn(x) =>"7_, a,;—]f Die Folge von Funktionen (f,),en konvergiert auf ganz R
gleichméfig gegen die Exponentialfunktion exp. Daher gilt

p 00
/exp dx—/ —dx— /

= eXp( )

OOI
:Z;F

wie wir natirlich schon wussten.

Als Anwendung erhalten wir auch ein Kriterium, wann man Ableitung und Grenzwert
vertauschen kann:

Satz 3.35. Sei [ C R ein Intervall, und sei (f,)nen €ine Folge stetig differenzierbarer
Funktionen f,: I — R, die punktweise gegen die Funktion f: I — R konvergiere. Kon-
vergiert die Folge der Ableitungen (f))nen gleichmdflig gegen die Funktion g: I — R,
dann ist f stetig differenzierbar und es gilt f' = g.

D.h. also die Ableitung der Grenzfunktion ist die Grenzfunktion der Ableitungen.

Beweis. Fixiere ein zy € I. Fiir beliebige x € I gilt dann

f(z) = f(zo) = Jggo fu(x) = fu(z0)
= lim xffl(t)dt

n—oo z0

= / g(t)dt (Satz [3.33| und Voraussetzung),
Zo

d.h. f(x) = f(xo) + f g(t)dt. Nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrech-
nung ist daher f d1fferenmerbar mit Ableitung f' = g. O]

Beispiel 3.36. Betrachte f,: R — R, f,(z) = +sin(nz). Die Folge (f,)nen konvergiert
gleichméBig gegen die Nullfunktion. Es gilt f/ (x) = cos(nzx). Da z.B. f (7w) = cos(nm) =
(—1)™ gilt, konvergiert die Folge der Ableitungen (f!),en nicht punktweise, also erst
recht nicht gleichméflig. Der Satz ist also nicht anwendbar.

4 Gewdhnliche Differenzialgleichungen

Definition und elementare Losungsmethoden

Eine Differenzialgleichung (DGL) ist eine Gleichung fiir die Ableitung einer Funktion in
Termen der Funktion selbst. Beispiel: Die DGL

y =2y
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bedeutet, dass wir nach einer Funktion ¢ suchen, fiir die ¢/ = 2¢, d.h. ¢'(z) = 2¢(z) fiir
alle z im Definitionsbereich von ¢ gilt. Eine Losung wire z.B. die Funktion ¢(z) = 2.
Aber auch ¢(x) = ce?® fiir beliebiges ¢ € R ist eine Losung der DGL. Die Lésung einer
DGL ist also nicht eindeutig.

Gibt man zusétzlich eine Bedingung wie y(0) = 1 vor, so spricht man von einem
Anfangswertproblem (AWP). So eines ist oft eindeutig 16sbar. In unserem Beispiel ist
é(x) = €** die eindeutige Losung des AWP 3/ = 2y, y(0) = 1.

Die rechte Seite der DGL darf aber auch noch von x abhéngen, z.B.

Yy = zy.

22

Eine Losung dieser Gleichung ist z.B. die Funktion ¢(z) = ez .
Das wollen wir jetzt formalisieren:

Definition 4.1. Sei U C R? eine Teilmenge und f: U — R eine Funktion. Dann nennt
man

y/ - f(x,y)

eine (gewohnliche) Differenzialgleichung erster Ordnung. Eine Lésung der DGL ist eine
auf einem Intervall I C R definierte differenzierbare Funktion ¢: I — R mit folgenden
Eigenschaften:

(a) Der Graph von ¢ liegt ganz in U.

(b) Fiir alle z € I gilt
¢'(x) = f(z, ¢(x)).

Ist zusétzlich (xg,y0) € U und die Bedingung y(xg) = 3o gegeben, so spricht man von
einem Anfangswertproblem (AWP). Eine Losung des AWP ist eine Losung ¢: [ — R
der Differenzialgleichung mit x¢ € I und ¢(xy) = yo.

Unter der allgemeinen Lisung der DGL ' = f(x,y) versteht man die Angabe aller
Losungen zu beliebigen Anfangsbedingungen y(zo) = yo, (%o, yo) € U.

Im ersten Beispiel oben ist f die Funktion f(x,y) = 2y, im zweiten f(z,y) = zy. Die
allgemeine Losung der DGL 3/ = 2y ist ¢(z) = ce?*, ¢ € R. Die allgemeine Losung der
DGL ¢/ = zy ist ¢(x) = ce’z, c € R.

Bemerkung 4.2. Graphische Interpretation einer DGL: Die Funktion f liefert ein Vek-

torfeld auf U C R? durch (z,y) — (1, f(z,y)). Fiir eine Losung ¢ der DGL ist dieses
Vektorfeld ‘tangential’ an den Graph von ¢, siehe Abbildungen [6] und [7]

In diesem Abschnitt werden wir einige elementare Methoden zur Bestimmung von
Losungen einer DGL einfiihren.

Beispiel 4.3. Eine Losung der DGL 3’ = xy kann man vielleicht erraten. Etwas syste-
matischer kann man hier (etwas unprézise) so vorgehen:

e Teile durch y und erhalte % =z
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Abbildung 7: DGL ¢/ = 2y mit Losung }1612/ 2

e Die linke Seite ist log(|y|)’, also log(|y|) = =.

z2
e Integrieren liefert log(|y|) = % + ¢ mit einer Konstanten ¢, also y = ez ™.
Hierbei haben wir uns nicht darum gekiimmert, ob y Null werden konnte, das Teilen
durch y also {iberhaupt erlaubt war.
Noch etwas nachléssiger, aber vielleicht eingédngiger, gehen wir so vor:

d d d 2 22
—y:xyw—y:J:dx«/»/—y:/a:da;WIog(|y|):x—+cwy::|:e2+c
dx Y Y 2

Dass dieses Vorgehen funktioniert, liegt daran, dass es sich um eine so genannte DGL
mit getrennten Variablen handelt:

60



Definition 4.4. Eine Differenzialgleichung mit getrennten Variablen ist eine DGL der
Form

y = f(2)g(y).
Hierbei sind I, .J C R offene Intervalle und f: I — R, g: J — R, stetige Funktionen mit
g(y) # 0 fiir alle y € J.

Fiir diese DGL haben wir:

Satz 4.5 (DGL mit getrennten Variablen). Fiziere (zo,yo) € I X J und definiere F': I —

R, G: J— R durch
Fla) = / fOdt, Gly) = / ﬁd&

Sei I' C I ein Intervall mit xo € I und F(I') C G(J). Dann gibt es genau eine Lisung
¢: I' 5 R des AWP

y' = f@)gy),  y(zo) = yo-
Die Funktion ¢ erfillt die Gleichung
(4.1) G(¢(x)) = F(z) fir allex eI

DaG'(y) = ﬁ = 0 fiir alle y € J, ist die Funktion G streng monoton, besitzt also eine

stetig differenzierbare Umkehrfunktion H: G(J) — J. Also ist ¢ durch (4.1) eindeutig
bestimmt:

(4.2) ¢(x) = H(F(x)) firallex eI
In der Praxis muss man H explizit kennen und ¢ zu berechnen.

Beweis. (Eindeutigkeit) Wir zeigen, dass jede Losung ¢: I’ — R des AWP Gleichung (4. 1))
erfiillt. Dann folgt die Eindeutigkeit aus der Vorbemerkung. Gelte also

¢'(x) = f(2)g(¢(x)),  d(x0) = yo-
Dann folgt

o(z) q
= / ——ds (Substitutionsformel)
Y

(Erxistenz) Wir definieren die Funktion ¢: I’ — R durch Gleichung (4.2). Dann gilt
AuBerdem gilt G(¢(x)) = F(x) fiir alle z € I'; also

gb/(l‘) — AN () = F'(2) = f(x
also ¢'(z) = f(z)g(¢(x)). Daher ist ¢ eine Losung des AWP. O
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Beispiel 4.6. Wir betrachten die DGL

y = —% auf I x J := (0,00) x (0,00).

Mit den Notationen von oben ist also f(z) = —5, g(y) = y. Wir suchen eine Losung
¢ der DGL mit der Anfangsbedingung ¢(1) = ¢ > 0. Also:

Flo) = — /1 %dt — log(z)

und

Gly) = [ Sds = log(y) ~ log(e) = log(2).

Es gilt G((0,00)) = R. Wir kénnen also I’ = I = (0,00) wihlen. Nach Satz [4.5| gilt fur
die Losung ¢
(=)
c

log(2) = ~ log(a),

also c
gb(x) = ;a YIS (0,00)

Hétten wir die gleiche DGL auf I x J = (—00,0) x (0, 00) mit der Anfangsbedingung
®(—1) = ¢ > 0 betrachtet, so hétte sich

F(z)=— /x %dt = —log(—x)

und als Losung

ergeben.
Etwas informeller kénnen wir auch so vorgehen:

ey = —2 ¥ = 2o log(lyly = =~ log(lyl) = —log(le]) + d mit ciner
Konstante d ~ |y| = %

T

e Bestimme jetzt die Konstante d, das Vorzeichen und den Definitionsbereich aus
den Anfangsbedingungen: Geben wir wieder die Anfangsbedingung ¢(1) = ¢ > 0
vor, so ergibt sich d = log(c) und ¢(x) = £. Das maximale Definitionsintervall
dieser Funktion ¢, welches 1 enthiélt, ist (0, co).

e Man priift direkt nach, dass ¢ auch tatséchlich eine Losung der DGL ist.

Beispiel 4.7. Betrachte jetzt die DGL

Y == auf I x J =R x (0,00)
y
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Also:

d 2 2
—yzzwydy:mdx«/ﬁ/ydy:/xda:wy—:x——i—const.wa:quLconst.
de vy 2 2

Als Kandidaten fiir eine Losung erhalten wir also ¢(z) = £v/22? + ¢ mit einer Konstanten
c. Da wir die DGL nur auf R x (0, c0) betrachten, kommt —+/z? + ¢ als Losung nicht in
Frage. Geben wir die Anfangsbedingung ¢(1) = d mit d > 0 vor, so erhalten wir also als
mogliche Losung ¢(z) = vz?2 — 1 + d?. Fir d < 1 ist das maximale Definitionsintervall
von ¢ das Intervall (V1 —d? 00). Ist d > 1, so ist das maximale Definitionsintervall
ganz R. Man priift wieder direkt nach, dass es sich tatsdchlich um Loésungen der DGL
handelt.

Definition 4.8. Sei I C R ein Intervall. Eine DGL der Form

y = a(z)y + b(x)

mit stetigen Funktionen a,b: I — R heif}t lineare Differenzialgleichung erster Ordnung.
Sie heifit homogen, falls b = 0, und sonst inhomogen.

Z.B. sind die oben betrachteten DGL 3’ = 2y, ¥’ = y und ¥’ = —% homogene lineare
DGL, ¢ = o ist hingegen nicht linear.

Bemerkung 4.9 (Superpositionsprinzip). Sind ¢q, ¢: I — R zwei Losungen der homo-
genen linearen DGL ¢y = a(x)y, so ist auch jede Linearkombination A\;¢; + Ag¢o mit
A1, A2 € R eine Losung, denn

(Md1+Xatre) (z) = M) () +A205(2) = Ma(z)1 () +A2a(7) P2 (7) = a(x)(A1d1+A202) (2).

Ist ¢s: I — R eine Losung der inhomogenen linearen DGL ¢y’ = a(x)y + b(z) und
¢1: I — R eine Losung der homogenen linearen DGL ¢’ = a(z)y, dann ist auch ¢y + ¢
eine Losung der inhomogenen DGL:

(01+05)'(z) = 91(2) + ¢(x) = a(z)1 (z) + a(x)ds(7) + b(2) = a(x)(d1 + ¢s)(x) + b(x).

Genauso zeigt man auch: Sind zwei Losungen der inhomogenen linearen DGL 3/ =
a(x)y + b(x) gegeben, so ist ihre Differenz eine Losung der homogenen linearen DGL

y' =a(z)y.

Satz 4.10 (homogene lineare DGL). Sei I C R ein Intervall und sei a: I — R stetig.
Sei xg € I und yo € R. Dann hat die homogene lineare DGL

y' = alx)y

eine eindeutige Losung ¢: I — R, welche die Anfangsbedingung ¢(xo) = yo erfillt. Fir
sie gilt

(4.3) () = yo exp ( / a(t)dt> |
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Die allgemeine Losung der homogenen linearen DGL ist also ¢(x) = cexp(A(x)),
c € R, wobei A: I — R eine fixierte Stammfunktion von a ist.

Beweis. (Ezistenz) Durch (4.3) wird eine differenzierbare Funktion ¢: I — R definiert.
Fiir sie gilt ¢(xg) = yo und nach Kettenregel und Hauptsatz ¢'(z) = ¢(x) - a(z), d.h. ¢
ist die gesuchte Losung.

(Bindeutigkeit) Seit): I — R irgendeine Losung der DGL. Setze ¢)(z) := exp <— fxxo a(t)dt)

und &(z) ZZ}ﬂ(l‘){Z(iL‘). Es gilt {(z9) = yo und es ist zu zeigen, dass § konstant ist. Nach
obigem ist ¢'(x) = —a(z)y(x), also

¢ (@) = ¢/ () () + () () (Produktregel)
= a(@)y ()i (x) — al@)P(z)d(z) (¢ Losung der DGL)
= 0.
Also ist ¢ konstant. m

Die homogene lineare DGL erster Ordnung ist auch eine DGL mit getrennten Varia-
blen. Wir hétten also auch einfach Satz anwenden koénnen.

Beispiel 4.11. (a) Sei a € R. Dann hat die homogene lineare DGL ¢’ = ay mit der
Anfangsbedingung y(zo) = yo (2o, Yo € R) die Losung ¢(z) = yoe "0,

(b) Die1 DSGL3 y' = 2%y mit der Anfangsbedingung y(z) = yo hat die Losung ¢(z) =
5 (z%—23)
Yo€s .

Die inhomogene lineare DGL erster Ordnung ist hingegen keine DGL mit getrennten
Variablen. Man 16st sie mit der Methode der Variation der Konstanten: Sei also I C R
ein Intervall, o € I und a,b: I — R stetig. Wir wollen die DGL

(4.4) y' = a(z)y + b(z)

mit der Anfangsbedingung y(z) = yo 16sen. Bestimme zunéchst die Losung ¢g(z) der
zugehorigen homogenen DGL

y =a(z)y
mit der Anfangsbedingung y(xo) = 1. Nach Satz also

¢o(x) = exp (/a:: a(t)dt> .

Nun “variieren wir die Konstante”, d.h. wir machen den Ansatz

¢(x) = c(x)do(x).

fiir eine Funktion ¢: I — R. Dann gelten

¢'(x) = d(x)o(z) + c(x)¢p(x) = ¢ (z)do(x) + c(x)a(x)do(x) und
a(x)(x) + b(x) = a(z)e(r)do(x) + b().
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Daher ist ¢ genau dann eine Losung von (4.4)), falls
d(x)po(x) = b(z) fiir alle z € T

gilt. Da ¢ nirgends verschwindet, konnen wir diese Gleichung nach ¢ auflésen und

erhalten .
2) = e(zo) + / 60 ()b (2t

Wegen ¢(zg) = ¢(xp) ist die Anfangsbedingung ¢(z) = yo ist genau dann erfiillt, wenn

c(xg) = yo. Also ist i
b(z) = (y v f ¢o<t>1b<t>dt) ()

Beispiel 4.12. Gegeben sei die inhomogene lineare DGL

die gesuchte Losung.

y = 2xy + 2°.

Eine Losung der homogenen linearen DGL y = 2xy zur Anfangsbedingung y(0) = 1 ist
do(z) = e Daher lautet die Losung der inhomogenen linearen DGL mit Anfagsbedin-

gung y(0) = yo )
P(x) = <yo +/ et2t3dt) e”
0

Berechne das Integral:

/0m e dt = %/0 “Mudu Substitution: u = t?, du = 2tdt
] 2
=3 < e“du) partielle Integration
1 _ - 2
=yt 5” ty
Also 1.1
o(z) = (yo + 5)696 — 5(.’132 +1).

Allgemein haben wir:

Satz 4.13 (Inhomogene lineare DGL erster Ordnung). Seien I C R ein Intervall, o € 1,
Yo € R und a,b: I — R stetig. Dann hat das AWP

Y = a(x)y +0b(zx), yl(xo) = vo,

genau eine Losung ¢: I — R. Diese lautet

b(x) = (yo v %(t)*b(t)dt) - bo(a),

wobei ¢o(z) := exp (f;f) a(t)dt).

65



Die allgemeine Losung ¢ipnom der inhomogenen linearen DGL ¢ = a(x)y + b(x) erhélt
man, indem man zur allgemeinen Losung ¢y, der zugehorigen homogenen linearen DGL
eine spezielle Losung ¢ der inhomogenen linearen DGL addiert:

Qbinhom = (bhom + ¢s-

Beweis. Existenz: Nach obigem ist ¢ eine Losung. Eindeutigkeit: Sei ¢): I — R eine
weitere Losung. Nach dem Superpositionsprinzip ist dann ¢ — ¢ eine Losung der
homogenen linearen DGL ' = a(z)y zur Anfangsbedingung (¢ — ¢)(xg) = yo — yo = 0.
Nach Satz[4.10/hat das AWP dieser homogenen linearen DGL aber als eindeutige Losung
die Nullfunktion. Also ist ¢ = 1. O]

Wir besprechen nun noch die Methode der Substitution, mit der man manchmal eine
gegebene DGL in eine einfachere Form iiberfithren kann.

Beispiel 4.14. Wir betrachten die DGL
y=(z+y)? (z,y€R).
Sie ist weder linear noch mit getrennten Variablen. Wir substituieren nun
Z:=T+y.
Dann gilt 2’ = 1 + ¢/, die DGL geht also iiber in
=1+ 22

eine DGL mit getrennten Variablen. Diese kénnen wir losen:

d d 1
d—;zl—l—zQw1+222:dx«/»/1+Z2dz:/dxwarctan(z):x+c

mit einer Konstante ¢. Damit erhalten wir
z = tan(z + c¢)

und wegen z = + y
y = tan(z +¢) — x.

Geben wir z.B. die Anfangsbedingung y(0) = 0 vor, so erhalten wir als Kandidat fiir
eine Losung die Funktion

o(z) = tan(z) — x

mit maximalem Definitionsintervall (—m, 7). Man kann wieder direkt tiberpriifen, dass
¢ tatsdchlich eine Losung der urspriinglichen DGL ist:

#(2) = tan'(z) — 1 = — - _ 1 = L=cos@)®

cos(z)? cos(z)? = tan(z)? = (z + ¢(z))*.

66



Beispiel 4.15. Wir betrachten die DGL

y=1+2 1+ )2 (@>0ycR)
X X

Substitution z = ¥ liefert 2’ = v 4. Die DGL geht iiber in

xT

1
/:_1 2.
z x( + 2%)

Diese konnen wir wieder mit Trennung der Variablen losen:

d d
S = S aretan(z) = log(a) + ¢ v = = tan(log(x) +

mit einer Konstanten c. Wegen z = £ hat die urspriingliche DGL also eine Losung der
Form

é(z) = x tan(log(z) + ¢).

Geben wir eine Anfangsbedingung y(zo) = yo vor, so erhalten wir

c= arctan(@) —log(zg) und ¢(x) = :ctan(log(ﬁ) + arctan(@)).
Zo ) Ty

Die DGL im letzten Beispiel ist eine so genannte homogene DGL. Fiir solche funktio-
niert die Substitution z = £ immer.

Definition 4.16. Eine homogene Differenzialgleichung ist eine DGL der Form

wobei f: J — R eine stetige Funktion ist. Thr Definitionsbereich ist U = {(z,y) €
R*xR:Ze J}

Satz 4.17 (homogene DGL). Seien J, f, U wie in Definition[{.16. Seien I C R* ein
Intervall und (zo,y0) € U mit xg € I. Dann ist eine Funktion ¢: I — R genau dann
eine Losung des AWP

Y
(45) y/ = f(g)v y(x()) = Yo,
wenn die Funktion ¢: I — R, ¢(x) := @, eine Losung des AWP
I _ 1 * o Yo
(4.6) Z==(fz) —2) ((@,2) eR"xJ), z(wo) ="
T o
15t.

Beachte, dass (4.6]) stets eine DGL mit getrennten Variablen ist.
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Beweis. Man sieht direkt, dass der Graph von ¢ genau dann in U liegt, wenn der Graph
von ¥ in R* x J liegt.
“—": Sei ¢ eine Losung des AWP (4.5)). Dann gelten ¢ (xq) = $@0) — w0 ypg

_ i( F() — ().

“<=": Sei 1) eine Losung von (4.6)). Dann gelten ¢(zg) = zo - ¥(x) = xo - g—z = yo und

§(@) = L @0@) = ¥la) + 20/(@) = ¥la) + 7 L W0E@) — @) = ()
S a2)

Der Existenz- und Eindeutigkeitssatz

Bisher hatten wir fiir spezielle Typen von DGL gezeigt, dass sie zu vorgegebenen An-
fangsbedingungen eindeutige Losungen besitzen. Wie sieht es aber im Allgemeinen aus?

Beispiel 4.18. Wir betrachten die DGL
v =y =y ((v,y) €RY).

Offensichtlich ist ¢p: R — R, ¢g(x) = 0, eine Losung der DGL zur Anfangsbedingung
¢o(0) = 0.

Hierbei handelt es sich nicht um eine DGL mit getrennten Variablen im Sinne von
Definition .4l Daher ist Satz .5 nicht anwendbar.

Gehen wir trotzdem wie bei der Methode der Trennung der Variablen vor, erhalten

wir g 1
y 1
T ~ 3Y TH+c~y 57

e (z +c)?
mit einer Konstanten c. Direktes Nachrechnen bestétigt, dass ¢e(z) = 5-(z + ¢)® fiir

jedes ¢ € R eine Losung der DGL ¢/ = y% ist. Insbesondere ist 15: R — R eine zweite
Losung der DGL mit der Anfangsbedingung y(0) = 0.
Es ist sogar noch schlimmer: Fiir a < 0 < b ist auch die Funktion

(x —a)® fiirz <a,
fir a < x <b,
(x —b)®  fiir b <z,

Yap(z) =

- =N

2

3

eine Losung der DGL mit v, ,(0) =

)
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Wir werden nun ein relativ allgemeines Kriterium angeben, das die Existenz und
Eindeutigkeit von Losungen eines AWP garantiert.

Definition 4.19. Seien U C R X R eine Teilmenge und f: U — R eine Funktion. Wir
sagen, f geniige in U lokal einer Lipschitz-Bedingung, wenn es zu jedem Punkt (a,b) € U
eine Umgebung V' und eine Konstante L > 0 gibt mit

|f<x7y1) - f(x7y2)‘ < L’yl - y2|
fir alle (z,41), (z,92) € V.

Bemerkung 4.20. Geniigt f: U — R lokal einer Lipschitzbedingung, so ist bei festem x
insbesondere die Funktion y +— f(x,y) stetig (falls L > 0, wihle ‘6 = +’). Die Umkeh-

rung gilt aber nicht. Z.B. erfiillt die Funktion f: R? = R, f(z,y) = y3 nicht lokal eine
Lipschitz-Bedingung.

In der Praxis geniigen aber viele Funktionen lokal einer Lipschitz-Bedingung;:

Satz 4.21. Sei U C R? offen, und sei f: U — R stetig partiell nach y differenzierbar.
Dann geniigt f lokal einer Lipschitz-Bedingunyg.

Beweis. Sei (a,b) € U. Sei V eine kompakte Umgebung von (a,b) die ganz in U liegt
(gibt’s, da U offen ist). Nach Voraussetzung ist die Funktion 2 : U — R stetig. Da V

B
kompakt ist, ist sie auf V' beschréankt, d.h. es gibt ein L > 0 mity
0
|a—f(x,y)| < L fiir alle (z,y) € V.
Y

Dann gilt aber nach dem Mittelwertsatz fir (z,y1), (z,92) € V

|f(:£,y1) - f(xva)l < L|y1 - y2|'
O

Satz 4.22 (Picard-Lindelsf). Sei U C R? offen, und sei f: U — R eine stetige Funktion,
die lokal einer Lipschitz-Bedingung gentigt. Dann gibt es zu jedem (zo,yo) € U eine
eindeutige Losung des AWP

y, = f(l'7y)7 y(l‘o) = Yo,

d.h. also: Fs gibt ein offenes Intervall I C R, welches xqy enthdlt, und eine Liosung
¢: I — R des AWP (Existenz). Sind ¢,¢: I — R zwei Lisungen des AWP, so gilt
¢ =1 (Eindeutigkeit).
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Systeme von Differenzialgleichungen und Differenzialgleichungen
héherer Ordnung

Bisher haben wir nur DGL untersucht, in denen die ‘Zeit’ x, die Funktion y und ihre
Ableitung ¢ auftauchten. Ihre Losungen waren reellwertige Funktionen. Allgemeiner be-
gegnet man aber oft DGL, bei denen auch die zweite oder hohere Ableitungen auftreten,
oder deren Losungen vektorwertige Funktionen sind. Klassisches Beispiel aus der Physik:
Beschreibt y(z) € R? den Ort eines Teilchens zur Zeit z € R, so ist y/(x) die Geschwin-
digkeit und y”(z) die Beschleunigung des Teilchens zur Zeit x. Wirkt auf das Teilchen
eine Kraft F, die nur von der Zeit, dem Ort und der Geschwindigkeit des Teilchens
abhiingt, also F(x,y,y’) € R3, so gilt nach Newton mit der Masse m des Teilchens:

y'(x) = mF(z,y(x),y" (x)),
d.h. y ist eine Losung des Systems von DGL zweiter Ordnung
yil - mFl(I7 Y, y/)u

vy =mFy(z,y,y),
y:/),/ - mFg(ZL', Y, y/)

Wir behandeln zunéchst Systeme von DGL erster Ordnung.

Definition 4.23. Sei U C R x R” eine Teilmenge. Wir bezeichnen die Koordinaten in
R x R™ mit (z,y) = (x,y1,...,yn). Sei f: U = R, (z,y) — f(z,y), eine Funktion. Dann
nennt man

(47) Y = f(z,y)

ein System von n Differenzialgleichungen erster Ordnung. Eine Ldsung des DGL-Systems
ist eine auf einem Intervall I C R definierte differenzierbare vektorwertige Funktion
¢: I — R" (also eine differenzierbare Kurve) mit folgenden Eigenschaften:

(a) Der Graph von ¢ liegt ganz in U.
(b) Fiir alle z € I gilt

Héngt die Funktion f nicht von x ab, so spricht man von einem autonomen System.
Analog zu Definition ist der Begriff des Anfangswertproblems definiert.

Ausgeschrieben ist (4.7) das System

yi = fl('ruylv' .. 7y7l)7
yé = f2(xay17 s ayn)a

/

Yp = fn(xayb s 7yn)
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Beispiel 4.24. Betrachte das autonome System
y/1 = —Yo,
Yo = Y1-

Wir kénnen dieses wieder im R? veranschaulichen (siche Abbildung : Dem Punkt
(y1,72) € R? wird der Vektor f(yi,y2) = (—y2,41) € R? zugeordnet. Beachte, dass
wir im Gegensatz zu den Bilder im letzten Abschnitt nun die ‘Zeitkoordinate’ = weg-
gelassen haben. Eine Losung des autonomen Systems ist eine Kurve ¢: I — R2, deren
Tangentialvektor ¢'(x) zur Zeit = die Bedingung ¢'(x) = f(¢(x)) erfiillt.

Anhand des Bildes kénnen wir raten, dass ¢(z) = (cos(x),sin(z)) eine Losung ist.
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Abbildung 8: autonomes System mit Losung

Manchmal kann man Systeme von DGL sukzessive losen:

Beispiel 4.25. Betrachte das DGL-System

Y1 = 1Yz,
Yy = .

Dann liefert die zweite DGL ys(z) = % + ¢ mit eine Konstanten c. Eingesetzt in die
erste DGL ergibt dies

2

X
m=m5+@

und diese konnen wir mit Trennung der Variablen losen.

Bemerkung 4.26. Der Satz von Picard-Lindel6f (Existenz- und Eindeutigkeit von
Losungen) gilt fiir DGL-Systeme ganz analog;:

In der Definition (lokale Lipschitz-Bedingung) ersetzt man U C R x R durch
U C R x R" und die Bedingung durch

1z, y) = fle, 9l < L-[ly — gl
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Ist U C R x R” offen, f: U — R" stetig partiell nach vy, ...y, differenzierbar, dann
erfiillt f lokal eine Lipschitzbedingung.

Ist U CR x R" und ist f: U — R" eine stetige Abbildung, die lokal einer Lipschitz-
Bedingung geniigt, dann ist das DGL-System

y = f(z,y)
zu jeder vorgegebenen Anfangsbedingung eindeutig losbar.
Als néchstes fithren wir DGL hoherer Ordnung ein.
Beispiel 4.27. Beispiel einer DGL zweiter Ordnung ist

y// — y

Diese besitzt als Losung die Exponentialfunktion ¢(x) = e*, da ¢'(z) = ¢(x) und ¢"(z) =
¢(x). Aber auch ¥ (x) = e™* ist eine Losung, da ¢'(z) = —e™*, " (z) = e* = Y(x).
Genauso ist jede Linearkombination von ¢ und 1 eine Losung der DGL.

Definition 4.28. Sei U C R x R" eine Teilmenge und f: U — R eine Funktion. Dann
heif3t
(4.8) v = @y Y

eine (gewdohnliche) Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Eine Losung der DGL (4.8)) ist
eine auf einem Intervall I C R definierte, n-mal differenzierbare Funktion ¢: I — R mit
folgenden Eigenschaften:

(a) Die Menge
{(2,6(2),¢'(@),..., 6" V(@)) € Rx R" : 3 € I}
liegt ganz in U.

(b) Fiir alle z € I gilt
0" (x) = f(w,6(x),¢(x),..., 0" V().

DGL hoherer Ordnung sind aber nur scheinbar allgemeiner als DGL(-Systeme) erster
Ordnung:

Bemerkung 4.29 (Reduktion auf System von DGL 1. Ordnung). Gegeben sei die DGL
n-ter Ordnung

(4.9) y "= flxyy, .y ),
Wir fithren nun neue Variable yq, ..., y,—1 ein und ersetzen (4.9 durch das System

Yo = Y1,
yll = Y2,
(4.10)
y1/172 = Yn—1,

y;l—l = f(xvy()ayla S 7yn71)-
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Ist dann ¢: I — R eine Losung von (4.9)), so ist

eine Losung von (4.10]).
Ist Umgekehrt

s (2)

eine Losung von (4.10)), so ist 1g: I — R eine Losung von (4.9)), denn: Es gilt ja ¢ (z) =
(). Da 1)y differenzierbar ist, ist also ¢y sogar zweimal differenzierbar. Als néchstes gilt
] = )9, also Y = 12 usw. Insgesamt erhalten wir, dass 1)y sogar n-mal differenzierbar

ist und ¥ (2) = f(z,¥(2), 0/ (@), .., () gilt.
Beispiel 4.30. Betrachte die DGL 2. Ordnung

1

y' = —y.
Zuriickfiithren auf ein System von zwei DGL erster Ordnung liefert:

1/6 =l
y/1 = —Yo-

Dieses hat z.B. die Losungen ®(z) = ((S:g;((i))) und ¥(z) = (f‘;igx;)) Die ur-

spriingliche DGL 2. Ordnung hat also z.B. die Losungen ¢(x) = sin(z) und ¢(x) =
cos(x).

Die Reduktion auf ein System von DGL 1. Ordnung liefert uns sofort den Existenz-
und Eindeutigkeitssatz fiir DGL héherer Ordnung;:

Satz 4.31. Sei U C R x R" offen, und sei f: U — R eine stetige Funktion, die lokal
einer Lipschitz-Bedingung geniigt. Dann gibt es zu jedem (xg,co,c1,...,¢cq—1) € U ein
offenes Intervall I 5 xg und eine eindeutige Losung ¢: [ — R der DGL

y" = f(z,y,9,...,y"Y),

welche die Anfangsbedingung

(b(l‘o) = Cp, ¢/(£C0) =C1y .-, (b(nil)(x(]) = Cp—1

erfillt.
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Beispiel 4.32. Betrachte die DGL
y// — y
Wir hatten schon gesehen (Beispiel |4.27)), dass ¢1: R = R, ¢1(z) = e¢” und ¢_1: R — R,
¢_1(x) = e, und jede Linearkombination der beiden Losungen der DGL sind. Seien
co, 1 € R gegeben. Bestimme die Losung ¢ der DGL zur Anfangsbedingung y(0) = ¢y,
y'(0) = ¢1: Wegen
¢1(0) = ¢-1(0) =1
und
¢1(0) =1 und ¢_,(0) = —1
erfiillt

Co+C1 Cop—C1 _
e” e "

o) = 2 .

das Verlangte. Mit dem Eindeutigkeitssatz folgt hieraus, dass die allgemeine Losung der
DGL y” = y durch

Gap: R =R, pgp(x) =ae® +be”, a,beR

gegeben ist.

Lineare Differenzialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

Wir beschéftigen uns jetzt noch mit linearen Differenzialgleichungen n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten. Diese kann man (mehr oder weniger) explizit 16sen.
Es bietet sich an, hier auch komplexwertige Funktionen als Losungen zu betrachten.

Definition 4.33. Eine lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist eine
DGL der Form

(4.11) Y™ 4 a1 y™ Y 4 ayy + agy = b(x)

mit ag, ..., a,—1 € R (oder C) und einer stetigen Funktion b: J — R, J C R ein Intervall.

Sie heifit homogen, wenn b = 0, sonst inhomogen.
Eine Losung von (4.11) auf einem Intervall I C J ist eine n-mal differenzierbareE]
Funktion ¢: I — C mit

O (x) 4 ap 10"V (x) + - -+ agp(x) = b(x)  fiir alle x € I.
Das charakteristische Polynom der DGL (4.11)) ist das Polynom

p(T)=T"+apT" "+ +a;T + ag € C[T].

Swir identifizieren C mit R?; dann sollen die einzelnen Komponenten n-mal differenzierbar sein.
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Bemerkung 4.34. Schreiben wir (4.11)) in der Form

y" = f(z,y,9,...,y"Y),

so ist f: J x R® — R die Funktion

f(ma Yo, - - - 7yn—1) = b(.ﬁlﬁ) — QoYo —a1y1 — - — Qp—1Yn—1-

Diese erfiillt offenbar lokal (sogar global) eine Lipschitz-Bedingung (wéhle L = max{|a;| :
i=0,...,n—1}). Daher ist (4.11]) zu vorgegebener Anfangsbedingung

y('rO) = Co, yl(x()) =C1y.-. ,y(nfl)(ilfo) = Cp—1

stets eindeutig losbar.

Wir betrachten im Folgenden zunéchst homogene lineare Differenzialgleichungen n-ter
Ordnung der Form

(4.12) Y™+ ap 1y o ay +agy =0

und fixieren ein offenes Intervall I C R.

Bemerkung 4.35. Sind ¢, ¢o: I — C Losungen von , so auch jede Linearkombina-
tion A\j¢1 + Aagpy mit Aj, Ay € C (vgl. Bemerkung [4.9). Das heifit: Fiir ein festes Intervall
I CRist

L(I):={¢: I — C: ¢ ist Losung von (4.12)}

ein C-Vektorraum. Man nennt ihn auch den Ldésungsraum von (4.12)).

Satz 4.36. Fir den Losungsraum L(I) von gilt
dime £(1) < n.
Beweis. Fixiere ein xy € I. Die Abbildung
A L(I) = € A(¢) = (¢(x0), @' (o), - -, 0" V(o))

ist linear. Da eine Losung ¢ durch die Anfangsbedingungen (¢(z0), ¢/ (o), . . ., "V (z0))
eindeutig bestimmt ist (vgl. Bemerkung4.34)), ist A injektiv. Nach der Dimensionsformel
(LA 3.22) ist also dim¢ £(1) < dime C* = n. O

Definition 4.37. Unter einem Fundamentalsystem von Losungen der Differenzialglei-
chung (4.12) auf dem Intervall I versteht man eine Basis des Losungsraumes £(1).

Wir werden zeigen, dass in der Tat dime £(I) = n gilt, d.h. dass es n linear un-
abhéngige Losungen auf I gibt.
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Satz 4.38. Sei p(T) =T" + a, 1 T" ' +--- 4+ a;T + ag das charakteristische Polynom
von (4.12). Seien A1, ..., A\, € C die Nullstellen von p(T) mit Vielfachheiten ki, ..., k,,
d.h.

p(T) = (T = M)™ - (T = A",

Dann bilden die Funktionen
Gij: I — C,py(x) = a'eM™, j=1,....r, i=0,...k —1,

ein Fundamentalsystem von Lésungen der DGL (4.12)).
Insbesondere gilt

Fiir den Beweis des Satzes ist es niitzlich mit so genannten Differentialoperatoren zu
arbeiten:

Setze D := %. Dann ist D eine Abbildung, die einer Funktion f: I — C ihre Ableitung
D(f) = f" zuordnet. Sie ist linear. Fiir ¢ € N setzen wir D9 = Do ---0 D (¢ mal), also
DI(f) = f@ unf D° :=id, d.h. D°(f) = f.

Ist p(T) = a,T" + ap 1 T" ' + -+ + a;T + ag eine Polynom, so setzen wir

p(D)=a, -D"+...a1-D+ag-id.

Dann ist p(D) eine Abbildung, die einer (n-mal differenzierbaren) Funktion f: [ — C
die Funktion

p(D)(f) = anf™ + -+ arf +aof

zuordnet. Man nennt p(D) einen (linearen) Differenzialoperator mit konstanten Koeffi-
zienten.

Beispiel 4.39. Die DGL (4.11)) schreibt sich damit als

p(D)y = b(x)
und als
p(D)y =0,

wobei p jeweils das charakteristische Polynom der DGL ist.
Beispiel 4.40.

(a) Seien p(T') ein Polynom und A € C. Wegen D(e**) = \e*® und D9(e?*) = Nl
ergibt sich
p(D)(eX) = p(\)e™.

(b) Ist f: I — C eine differenzierbare Funktion, so gilt
(D= X 1d)(f(2)e™) = /(@) + A+ F@)e™ — A f(2)e = f(z)e,

und allgemeiner

(D = X-id)I(f(2)e™) = fD(z)e.
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c) Ist j ein Polynom vom Grad deg < ¢, so folgt insbesondere
Ist f ein Pol Grad deg(f folgt insbesond
(D — X-id)4(f(z)e*) = 0.

Fiir den Beweis des Satzes benotigen wir:
Lemma 4.41. Sind py, ps zwei Polynome, so gilt
(p1 - p2)(D) = p1(D) 0 p2(D) = p2(D) o p1(D).

Beweis. Sei po(T) = by, 7™ + -+ + b1 T + by. Da sich iiber C jedes Polynom in Linearfak-
toren zerlegen ldsst, geniigt es, die Behauptung fiir den Fall p;(T) =T — a mit a € C

Zu zeigen.
Dann gilt (p1 - p2)(T) = by T™ M + (b1 — abp)T™ + - -+ + (bg — aby)T — a, also

(p1 - P2)(D)(f) = by f "D + (b1 — aby) f™ + -+ + (bo — aby) f' — af.

Andrerseits gilt
pi(D) o p2(D)(f) = pr(D) <Z bif(i)> = (Z bif(i)> —a- (Z bif(i)>
i=0 =0 =0
= (i bif(i“)> —a- (i bif(i)>
=0 i=0

= by [ 4 (br — @by ) [0 4 - (b — abi) f — af
= (1 p2)(D)(f)-

]

Beweis von Satz[4.38. Wir zeigen als erstes, dass die angegebenen Funktionen ¢;;(x) =
xteM® i =0,... , k; — 1, tatséchlich Losungen der DGL sind. Da A; Nullstelle des
charakteristischen Polynoms p(7") mit Vielfachheit k; ist, gibt es ein Polynom ¢(T") so,
dass p(T) = q(T) - (T — \;)* gilt. Nach Lemma gilt also

p(D) = (D)o (D -, -id)".
Nach Beispiel [4.40(c)| gilt aber
(D — ) -id)k (2'eM™) = 0,

also folgt auch p(D)(x'e}) = 0, d.h. ¢;; ist eine Losung der DGL.
Nun zeigen wir die lineare Unabhéngigkeit. Angenommen, »7"_, Zfial cii¢ii(z) =0
fir alle x € I. Setze f;(z) = Zf;gl ¢;;t'. Dann sind die f; Polynome und es gilt

fi(@)eM® 4o+ fr(x)er® = 0 fiir alle 2 € 1.

Das folgende Lemma liefert dann f; = --- = f, =0, also ¢;; = 0 fur alle 7, j. O
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Lemma 4.42. Seien \i,..., A\, € C paarweise verschieden. Sind fi,..., f. € Clz] Po-
lynome mit der Figenschaft, dass

fi(x)eM + -+ fo(x)eMT =0 fiir alle v € 1
gilt, dann gilt schon f; =--- = f. =0.

Beweis. Induktion iiber 7.
Induktionsanfang r = 1: Sei fi(z)e*® = 0 fiir alle z € I. Da eM® # 0, folgt fi(z) =0
fiir alle x € I. Da ein Polynom nur endlich viele Nullstellen hat, folgt f; = 0.
Induktionsschritt r — 1 ~» 7: Sei die Behauptung fiir » — 1 Polynome bereits bewiesen
(Induktionsannahme) und gelte

fi(@)eM® 4o+ f(x)er® = 0 fiir alle 2 € 1.
Dann folgt
(4.13) fi(z) + fo(z)eP2 2T g (2)ePr =T = 0 fiir alle 2 € 1.

Sei d der Grad des Polynoms f;. Leiten wir Gleichung (4.13) d + 1-mal nach z ab, so
erhalten wir eine Gleichung der Form

Fy(z)eP2= 27 4o 4 B (2)ePr 2T = 0 fiir alle z € T

mit Polynomen Fj, ..., F,.. Nach Induktionsannahme folgt also Fy = --- = F,. = 0.
Andrerseits ergibt sich fiir den fithrenden Koeffizienten von F, nach der Produktregel

(fiihrender Koeff. von Fy) = (Ay — A;)*™ - (fithrender Koeff. von f,)

und analog fiir die anderen Fj. Da die \; paarweise verschieden sind, folgt deg(F;) =
deg(f;) fur j =2,...,r. Also folgt aus F; =0 auch f; =0 fir j =2,...,7. O

In der Praxis ist man meist an reellen Losungen interessiert.

Bemerkung 4.43. Seien die Koeffizienten ay,...,a,_1 in der DGL reell. Ist A =
p+vi € C eine Nullstelle des charakteristischen Polynoms der DGL, so ist auch A = p—vi
eine Nullstelle. Dann konnen wir im Fundamentalsystem aus Satz die beiden C-
wertigen Losungen z'e*® und x'e*® durch die beiden reellen Lésungen

) ) 1 ) s
Re(z'e?) = 2'e!® cos(vr) = 3 (m’e/\x + x’e’\x> und

. ) 1 ) I
Im(z'e?) = 2'e’” sin(vr) = N (x’e’\x - xlem)

1

ersetzen.
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Beispiel 4.44. Die DGL

Yy =-Yy
lisst sich schreiben als y” 4+ y = 0, hat also das charakteristische Polynom 72 + 1 mit
den beiden Nullstellen 4i. Ein Fundamentalsystem von komplexen Losungen ist also

Pr(x) =€, Py(x) = e,

ein Fundamentalsystem von reellen Losungen ist

$1(@) = cos(a), () = sin(z).
Beispiel 4.45. Die DGL
y/// _ y// _ 2y/ — 0
hat das charakteristische Polynom p(T) = T3 — T? — 2T'. Dieses hat die Nullstellen
A1 =0, Ay =2, \3 = —1. Also erhalten wir als Fundamentalsystem von Loésungen
d1(x) =1, ¢o(x) =€ ¢3(z)=e* (z€R).
Die allgemeine (reelle) Losung der DGL hat also die Form
¢(z) = c1 + c2e** + ez, c1,c9,c3 €R.
Suchen wir die Losung zu einer gegebenen Anfangsbedingung, z.B. ¢(0) = 2,¢'(0) =
3,¢"(0) = 3, so gehen wir wie folgt vor: Fiir die allgemeine Losung gilt
¢ (1) = 2c9* — c3e™"

¢"(x) = depe™ 4 cze™.
Die Anfangsbedingung liefert also das Gleichungssytem

c1+Ccy+c3= 2
202 — C3 = 3
462 + C3 = 3
Dieses besitzt die Losung ¢; = 2,¢5 = 1,3 = —1. Die gesuchte Losung der DGL ist also
242 — ",
Beispiel 4.46. Die DGL
y//l _ 5y/l + 8y/ _ 6y — O
hat das charakteristische Polynom p(T') = T® —5T*+8T — 6 durch Probieren findet man
zuniichst die Nullstelle A\; = 3. Polynomdivision liefert p(T') = (T — 3) - (T?% — 2T + 2).

Damit ergeben sich die beiden weiteren Nullstellen Ay = 1 4+ i und A3 = 1 —i. Ein
Fundamentalsystem komplexer Losungen ist daher

3x

e ’6(14-1)3:’ 6(1—1)3!:7

ein Fundamentalsystem reeller Losungen ist

e*”, e” cos(x), e” sin(z).
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