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Lösung zum Blatt 3, Aufgabe 3,4

• Man berechne die Integrale∫ 2π

0

cosmx sinnx dx (m,n ∈ ZZ) .

Lösung
Wir beobachten, dass für a, b ∈ IR

sin(a± b) = sin a cos b± cos a sin b d.h.,

cos a sin b =
1

2
(sin(a+ b)− sin(a− b))

damit gilt, dass∫ 2π

0

cosmx sinnx dx =
1

2

∫ 2π

0

sin(m+ n)x dx− 1

2

∫ 2π

0

sin(m− n)x dx

Nun betrachten wir f̈ur k ∈ ZZ

∫ 2π

0

sin kx dx =
1

k

∫ 2π

0

sin kx d(kx) =
1

k

∫ 2πk

0

sin t dt =
1

k
(− cos t)

∣∣∣∣2πk
0

=
1

k
(− cos 2πk + cos 0) = 0

daher folgt, dass ∫ 2π

0

cosmx sinnx dx = 0.

• Man berechne die unbestimmten Integrale

a)
∫

ln(lnx)

x
dx, b)

∫
x2

√
1− x2

dx

unter Angabe ihres Definitionsbereichs.



Lösung
a) Wir brauchenlnx > 0 d.h.,x > 1.∫

ln(lnx)

x
dx =

∫
ln(lnx) d(lnx)

Durch Partielle Integration d.h.,
∫
fdg = fg −

∫
gdf , mit g = ln x, dg = d(lnx) =

1
x
dx, f = ln(lnx) unddf = 1

lnx
1
x
dx bekommen wir∫

ln(lnx)

x
dx = ln(lnx) ln x−

∫
1

x
dx = ln x(ln(lnx)− 1) für allex > 1.

b) In diesem Fall betrachten wir nurx ∈ (−1, 1). Wir setzenx = cos θ mit θ ∈ (0, π),
dann istθ = arccosx und sin θ =

√
1− cos2 θ. Es gilt auch, dassdx = d(cos θ) =

− sin θdθ. Daraus folgt, dass∫
x2

√
1− x2

dx = −
∫

cos2 θ√
1− cos2

sin θdθ = −
∫

cos2 θdθ = −
∫

cos θ d(sin θ)

Nach Partieller Integration mitf = cos θ, df = − sin θdθ, g = sin θ unddg = cos θdθ
erhalten wir∫

cos2 θ dθ = cos θ sin θ +

∫
sin2 θdθ = cos θ sin θ +

∫
dθ −

∫
cos2 θ dθ

⇔
∫

cos2 θ dθ =
1

2

(
cos θ sin θ +

∫
dθ

)
=

1

2

(
cos θ sin θ +

θ2

2

)
=

1

2

(
cos θ

√
1− cos2 θ +

θ2

2

)
.

Da θ = arccos(x), gilt∫
x2

√
1− x2

dx = −1

2

(
x
√

1− x2 +
arccos2(x)

2

)
für allex ∈ (−1, 1).


