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Ubungen zur Analysis I Blatt 9

1. Man zeige:
(a) WirdC|0, 1] mit der L;-Norm ||_||; versehen (Blatt 8, Aufgabe 4), so ist
Clo,1] =R, f— f(1)
linear und surjektiv, aber nicht stetig.
(b) Die Abbildung
g:[0,1[={z€C:|z| =1}, t— ™
ist bijektiv und stetig, aber nicht topologisch.

2. Es seiX eine MengeY ein normierter Raumf : X — Y undf, : X — Y fOr
n € N. IstY diskret (Blatt 8, Aufgabe 1), so charakterisiere man

(@) (f.) konvergiert punktweise gegeh
(b) (f.) konvergiert gleichraf3ig gegery

durch Angabe von dazaguivalenten Formeln, die ausschlie3lich die Zeichen
v) 37 27 :7 6’ (7 )7 N) X7 N’ n? x? fna f

enthalten.

3. (a) Man zeige, dal3 jede kompakte Teilmenge eines metrischen Raums total
beschankt ist, und widerlege die Umkehrung dieser Aussage mit Hilfe des

Beispiels{1/n : n > 1} aus der Vorlesung.

(b) Man zeige: Istf : X — Y eine gleichmf3ig stetige Abbildung metrischer
Raume undA C X, so gilt

A total beschiinkt = f (A) total beschinkt.



4. Es seiV ein endlichdimensionaler normierter Raum. Man zeige:

(a) Jede beschnkte und abgeschlossene Teilmenge Wast kompakt.

(b) IstiW ein normierter Raumunf: V' — IV linear, so isinax ;-1 || f () ||
die kleinste Konstante > 0 mit || f (x) || < ~v||=|| fur allez € V.

5. Ein metrischer RaunX hat die endliche Durchschnittseigenschafienn fir
jede Folgeg(A,,),, . abgeschlossener Teilmengen \Brgilt

wvaw(ﬂ An#®>:>ﬂAn7£®.

n<N neN
Man zeige, daR die folgenden Aussagepivalent sind:
(i) X ist folgenkompakt.

(i) X hat die endliche Durchschnittseigenschatft.
(i) Jede of“feneIJberdeckuann)neN von X hat eine endliche Taiberdeckung.

Hinweis: Um (ii) aus (i) zu folgern, kann marl,, 2> A, fur allen € N
annehmen. In der Gegenrichtung betrachte man zu jeder Felgen X die
Folge der abgeschlossenen Teilmenden= {z; : £k > n} von X.

6. Gegeben sei die Kurve
C:={(r,y) € R?: y* = 2 + 2?}.
Man zeige: Zu jedem Punkt, y) € C gibt es eir € IR mit
(z,y) = (t* = L,t° =),
welches @ir (z,y) # (0,0) eindeutig bestimmt ist.

7. Rira < bund |
)‘a,b3 [Cl, b] — @7 t — €(2m+1)t

sei L, die Lange der rektifizierbaren ebenen Kurvg,. Man zeige

lim La,b =V 472 +1- ‘)\a,b(b)|‘

a——00

8. (a) Esseh > 1 unda < b. Man zeige: Isty: [a,b] — IR" eine rektifizier-
bare Kurve, so ist derendngel mindestens gleich derdnge jedes iny
einbeschriebenen Polygonzugs, d.h. es gilt

L> Z |7 (t:) — v (ta) ||

fur alle Zerlegungen =, < ... <ty = bvon|a,b.



(b) Man zeige, dal’ die ebene Kurve

_ 9 0 fallst =0
o: [0,1] >Rt { (t,t-sin(1/t)) sonst
stetig, aber nicht rektifizierbar ist.

9. *Es seia < b. Fur jede Funktionf: Ja, b — IR sei
Ay ={(r,y) eR*:a<x<b 0<y< f(r)}

(a) Man zeige: Is¥f stetig, so istA; offen.
(b) Man gebe ein Beispiel eines unstetigemit nicht offenemA, an.
(c) Man widerlege, daff stetig sein mul3, wenA ; offen ist.

10. * Man beweise oder widerlege: It: X — Y ein Honmbomorphismus metri-
scher Raume, so gilt

X vollstandig = Y vollstandig.

Hinweis: Warum konnte diese Implikation in dem Falle bewiesen werden, dafl3
f : X — Y sogar ein topologischer Isomorphismus normiert@uiRe ist?

11. * Es seiw eine reelle Konstante. Die Kurvg(w) sei durch folgende Parameter-
darstellung gegeben:
¢: R — IR? trs (2cost + cos(wt),2sint — sin(wt)).

(a) Man skizziere die Kurve@'(1), C'(2) undC(3).

(b) Man beweise: Genau dann istrational, wenny periodisch ist, d.h. wenn
es eine Konstanté > 0 gibt mit o(t + L) = ¢(¢t) fur allet.

(c) Man untersuchefif welche Parameterwertelie KurveC'(2) singufr ist.

Es sind mindestens sechs der Aufgaben 1 - 8 zu bearbeiten; die mit * markierten Auf-
gaben 9 - 11 sind fakultativ.

Abgabe: Dienstag, 11. Januar 2005, 14 Uhr $tbungskasten im 1. Stock.

Aufgabenblatter: http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ ~stock

Frohe Weihnachten und ein gutes Neues Jahr!



