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Aufgabe 1: Seien (A, dA) und (B, dB) zwei metrische Räume. Zeigen Sie:

d : A×B → R , d((a, b), (a′, b′)) = max{dA(a, a′), dB(b, b′)}

ist eine Metrik auf A×B. d heißt die Produktmetrik, (A×B, d) das Produkt
der metrischen Räume (A, dA) und (B, dB).

Aufgabe 2: Es sei V ein reeller Vektorraum und ||.|| eine Seminorm auf
V . Zeigen Sie, daß

[0] := {x ∈ V | ||x|| = 0}
ein Unterraum von V ist und daß der Quotientenraum V/[0] mit dem in
der Vorlesung definierten Raum V/ ∼ übereinstimmt.(Zur Erinnerung: V/ ∼
entsteht durch Zusammenkleben von Punkten mit Abstand 0.)

Aufgabe 3: Zeigen Sie die Höldersche Ungleichung∣∣∣∣∣∣
b∫

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣∣∣ ≤ ||f ||p · ||g||q

und die Dreiecksungleichung

||f + g||p ≤ ||f ||p + ||g||p
für f, g ∈ C[a, b], p, q > 1 mit 1/p + 1/q = 1.

Aufgabe 4: Es seien ||.||A und ||.||B zwei Normen auf dem gleichen reellen
Vektorraum V . TA bzw. TB bezeichnen die zugehörigen induzierten Topolo-
gien. Zeigen Sie: Falls TB ⊆ TA, so gilt

∃C > 0∀x : ||x||B ≤ C · ||x||A .

(∗) Aufgabe 5: Seien (A, TA) und (B, TB) zwei topologische Räume. Wir
definieren

T :=

 ⋃
(U,V )∈P

U × V

∣∣∣∣∣∣ P ⊆ TA × TB

 .

Zeigen Sie, daß T eine Topologie auf A×B ist. (A×B, T ) wird Produktraum
genannt, T die Produkttopologie.


