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Aufgabe 1: (Metrik der französischen Eisenbahn) Alle Eisenbahnlinien schnei-
den sich in genau einem Punkt P (Paris). Um von einem Ort A zu einem
Ort B per Eisenbahn zu gelangen, gibt es also zwei Möglichkeiten: Entweder
die Orte liegen an der gleichen Strecke, dann kann direkt gefahren werden,
oder man muß in P umsteigen. Zeigen Sie, daß der bei einer Eisenbahnfahrt
zurückgelegte Abstand d (oder auch die benötigte Zeit t) eine Metrik auf der
Menge der an das Schienennetz angebundenen Orte definiert.

Aufgabe 2: (zur Hölderungleichung) Seien x, y ∈ Rn und p, q > 1 mit
1/p + 1/q = 1. Sei σ das kanonische Skalarprodukt auf dem Rn. Zeigen Sie,
daß

σ(x, y) = ||x||p · ||y||q
genau dann gilt, wenn xiyi ≥ 0 für alle i = 1, . . . , n und die Vektoren
(|xi|p)i=1,...,n und (|yi|q)i=1,...,n in Rn linear abhängig sind.

Aufgabe 3: Wir versehen Rn mit der euklidischen Metrik d2. Zeigen Sie: Die
abgeschlossene Einheitskugel K1(0) = {x ∈ Rn | ||x||2 ≤ 1} ist der Abschluß
der offenen Einheitskugel U1(0) = {x ∈ Rn | ||x||2 < 1}, und die Einheits-
sphäre Sn−1 = {x ∈ Rn | ||x||2 = 1} ist der Rand von U1(0) bzw K1(0).

Aufgabe 4: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Wir definieren

d̃ : M ×M → R , d̃(x, y) = min{d(x, y), 1} .

Zeigen Sie, daß auch (M, d̃) ein metrischer Raum ist und Td = Td̃ gilt.

(∗) Aufgabe 5: Seien (A, dA) und (B, dB) zwei metrische Räume mit den
durch die Metriken induzierten Topologien TA und TB. Zeigen Sie: Die Pro-
duktmetrik d auf A×B erzeugt die Produkttopologie T . (Für eine Definition
von Produktmetrik und Produkttopologie schaue man auf das Übungsblatt
2.)
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