Losungen des Hausaufgabenblattes 8
Y. Bregman

Aufgabe 1:
f'(x) = D1g(g(x, 2%),2°) (D1g(x, 2°) 4+ 22 Dag(x, 2*)) + 32> Dag(g(z, 2°), 2%).
Wir setzen
r=1, g(1,1) =1, D1g(1,1) = —1 und Dyg(1,1) =2
in f'(x) ein und bekommen f’(1) = 3.

Aufgabe 2:
a) Die partielle Ableitungen von g sind

0
%9 _ 20 +4y + 22 + 1,
ox
0
99— 10y +dr— 22— 2,
dy
0
99— 182420 —2y+ 1.
0z

Der stationdre Punkt von ¢ ist dann die Losung des Systems
20 +4y+22+1 = 0,
dr+ 10y — 22 -2 = 0,
20 —2y+ 182z +1 = 0,

37,5
also der Punkt —-16
—6

b) Die Hess-Matrix von g im stationdren Punkt ist

2 4 2
Hess g(37,5,—16,—6) = 4 10 -2
2 =2 18
37,5
indefinit. Folglich ist —16 | ein Sattelpunkt g.

—6



Aufgabe 3: Fiir g(z,y) = ¢~ haben wir die folgende Taylorentwicklung:

9(z,y) = 9(0,0)+ Ox oy YT a2 ! Oxdy Ty
10%¢(0,0 13%g(0,0) , 183%¢(0,0) ,
6 8(y3 )y3 2 83:<8y2 D) 0x20y vy
1%¢(0,0)
6 Ox3
Aufgabe 4: Wir betrachten das Gleichungssystem

Csinr - y) b=
gsin@+y) tu=2

. sin(z —y) + v =
msmm y)+v=uy.

2" +o(||(z,y)I*) = 1+ 2° — 2y +o(||(z, y)|I)-

Die Existenz einer Losung g(u,v) := (z(u,v),y(u,v)) € R? fiir jedes (u,v) €
R? folgt aus dem Mittelwertsatz, aus der Dreieckungleichung und aus dem
Banachschen Fixpunktsatz, da fiir jedes (u,v), (z1,y1), (22,y2) € R? gilt

1 1

sin(xy + +u ST + v sin(xsy + +u ST + v
10 1 n ; 10 1 Y1 10 2 Y2 ) 10 2 Y2

1 ) ) ) )
= 10 (| sin(z1 +y1) — sin(zy — ya)| + [ sin(z1 — y1) — sin(zy — yo)|) =

- 1_10 (cos(&)[(z1 +u1) — (22 = ya)| + cos(&)|(x1 — 1) — (22 —12)]) =

2
< 1—0(|$1—x2|+\y1—y2|) = (z1,91) — (22, 92) |1

=
10
Man kann bemerken, dass bei (u,v) = (0,0) ist (0,0) = (2(0,0),4(0,0)) =
9(0,0) die Losung des Gleichungssystems

Gein(e+y) =
psinety) =2
1

1—Osin(q:—y) = .

Die Taylorentwicklung von g(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) bei (0,0) bis zur 2.
Ordnung ist dann

otue) = Dg(0.0) (1 )+ (w0)00.0) (1) + ol o)l

Die Ableitung von g ergibt sich aus der Gleichung

o) = (1),

v

die ihrerseits ergibt

Df(g(u,v))Dg(u,v) = E, v( Z ) € R?,

)

1



wobel

r — Lsin

Flafu, o) = flatuo)optue) = (17 BT )
Bei (0,0) ist dann
Dg(0,0) = Df(0,0)""

Die Jacobi-Matrix von f ist

1— L Cos(a: + y) L cos(x + y)
Df<x7 y) ( _%0 COS(:C — y) 1 + —110 COS(ZL‘ - y) .

Somit ist o .
Df(0,0) = ( 100 ) :
Das folgt
55 5
Dg(0,0) = Df(0,0)~" = ( ¥ B ) :

49 49
Man kann direkt nachpriifen, dass D?f(0,0) = 0 und folglich ist D?g(0,0) =
0. Also ist die Taylorentwicklung von g(u,v) = (z(u,v),y(u,v)) bei (0,0) bis
zur 2. Ordnung dann

guv)={( % B )( ) +ollwv)).
(21)(0)

49 4

*) Aufgabe 5: Wir betrachten eine Cauchy-Folge (z,)neny C CF(U,R?),
d.h. Ve > 0 3N (¢), so dass Vn,m > N(e) gilt

D%z, (t) — D%, ()] < €.
it 17t~ Plemli] <

Daraus folgt fiir jedes o € N mit |a|] < k, dass D%z, gleichmiBig gegen
eine stetige Funktion x, konvergiert, zu zeigen bleibt, dass x, = D“z, wobei
r =19 (0 € N?). Das beweisen wir mit Induktion.

Fiir a = 0 ist die Behauptung klar. Also nehmen wir an, dass die Behaup-
tung fiir « € N? mit |af < k — 1 gilt.

Nun fixieren wir ein a € N¢ mit |a| = k, dann ist D*(-) = D;D(")
fir ein |f] < k—1 und ein i € 0,1,...,m — 1. Fiir jedes n € N ist
D%z, integrierbar beziiglich z' auf [a,b] fiir jedes [a,b] C P;(U), wobei
PR - R, = (2',...,29) — 2¢, Projektion auf die i-te Koordinate.
AuBerdem konvergiert die Folge (D%z,,)%% ; gleichméBig gegen x,,. Folglich ist
T, integrierbar beziiglich x* auf [a,b] und fab Todrt = lim,,_ o f: D%, dz' =
limy, oo (D | picy — DP2p|pica) = Tg|eizy — T|wi—a, Va,b € Py(U). Folglich
ist 1o = Djxg = D;DPx, d.h. z, = D%x.




