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Aufgabe 1:

a) Da die Grundfläche 1 ist und die Sauerstoffkonzentration nur von der
Höhe über dem Boden abhängt, ergibt sich aus der Integration über
das Volumen

n(t) =

∫ h(t)

0

c(x, t)dx.

b) Nach der Kettenregel gilt

ṅ(t) =
d

dt
p(q(t)) = c(h(t), t)ḣ(t) +

∫ h(t)

0

∂c

∂t
(x, t)dx.

c)

ṅ(t) = e−t − 2

∫ t

0

ex−2tdx = −e−t + 2e−2t.

d)

ṅ(t) =

∫ t

0

ex−2tdx = e−t − e−2t ⇒ ṅ(t) = −e−t + 2e−2t.

Aufgabe 2: Nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung gilt für jeden Einheits-
vektor e

df(x) · e = σ(∇f(x), e) ≤ ‖∇f(x)‖2‖e‖2 = ‖∇f(x)‖2

und wenn e in Richtung des Gradientes zeigt, ist

σ(∇f(x), e) = ‖∇f(x)‖2σ(e, e) = ‖∇f(x)‖2.

Also ist die Richtungsableitung von f bei x in Richtung eines Einheitsvektors
genau dann am grösten, wenn e in Richtung des Gradientes zeigt.



Aufgabe 3: Die Geschwindigkeit des Asteroiden ist

v = ‖ d

dt

 x(t)
y(t)
z(t)

 ‖2 = ‖ d

dt

 r(t) cos θ(t) cos φ(t)
r(t) cos θ(t) sin φ(t)

r(t) sin θ(t)

 ‖2

=

((
ṙ cos θ cos φ− r sin θθ̇ cos φ− r cos θ sin φφ̇

)2

+
(
ṙ cos θ sin φ− r sin θθ̇ sin φ + r cos θ cos φφ̇

)2

+
(
ṙ sin θ + r cos θθ̇ cos φ− r cos θ sin φφ̇

)2
) 1

2

.

Nach der Vereinfachung bekommen wir

v =

√
ṙ2 + r2θ̇2 + r2ϕ̇2 cos2 θ.

(∗) Aufgabe 4: Lösung des Anfangswertproblems y′ = Ay, y(0) = c, ist in
der Form y(t) = eAtc. In der Aufgabe ist

A =

 2 1 −1
0 1 1
0 −1 3


und

c =

 1
−1
1

 .

Unsere Matrix A ist in der Form A = TDT−1 darstellbar, wobei

D =

 2 1 0
0 2 0
0 0 2


und

T =

 1 0 0
−1 1 1
−1 0 1


ist. Dementsprechend ist die Inverse von T

T−1 =

 1 0 0
0 1 −1
1 0 1


und

eAtc = TeDtT−1c = T

 e2t te2t 0
0 e2t 0
0 0 e2t

 T−1c

=

 (1− 2t)e2t

(−1 + 2t)e2t

(1 + 2t)e2t.

 .



Aufgabe 5: Für z haben wir

z(a + h) = b + f(a + h, b + f(a, b)h)
h

2
+ f(a, b)

h

2
, h ∈ R.

Folglich ist z(a) = b und nach der Kettenregel gilt

d

dh
z(a + h) = (D1f(a + h, b + f(a, b)h) + f(a, b)D2f(a + h, b + f(a, b)h))

h

2
+

+
1

2
f(a + h, b + f(a, b)h) +

1

2
f(a, b)

und

d2

dh2
z(a + h) =

h

2

(
D2

1f(a + h, b + f(a, b)h) + 2f(a, b)D1D2f(a + h, b + f(a, b)h)+

+ f 2(a, b)D2
2f(a + h, b + f(a, b)h)

)
+

1

2
(D1f(a + h, b + f(a, b)h)+

+ f(a, b)D2f(a + h, b + f(a, b)h)) +
1

2
(D1f(a + h, b + f(a, b)h)+

+ f(a, b)D2f(a + h, b + f(a, b)h)) .

Also hat z an der Stelle a folgendes Taylorpolynom der 2. Ordnung

z(a + h) = b + f(a, b)h +
1

2
(D1f(a, b) + f(a, b)D2f(a, b)) h2 + o(h2).

Andererseits ist y′(a + h) = f(a + h, y(a + h)) und somit ist nach der Ket-
tenregel

y′′(a + h) =
d

dh
f(a + h, y(a + h)) = D1f(a + h, y(a + h)) + D2f(a + h, y(a + h))y′(a + h)

= D1f(a + h, y(a + h)) + D2f(a + h, y(a + h))f(a + h, y(a + h)).

Mit y(a) = b bekommen wir dann

y′(a) = f(a, b) und y′′(a) = D1f(a, b) + f(a, b)D2f(a, b)

und daraus folgt, dass y und z an der Stelle a die gleiche Taylorpolynome bis
zur 2. Ordnung haben.


