Hausaufgabenblatt 6, Musterlosungen
Y. Bregman

Aufgabe 1:

df = a—fdx+ %dy—i— of
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9 gz = dz + il S R SE—;
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Aufgabe 2: Sei H := {(z,y,2) € R3| 2% —y? — 22 = 1}.
a) Wir linearisieren h : R* — R, (x,y,2) — /1 + 32+ 22 =

dh(Py) = ( 2o il ) = L (g0, 20).

VIt R +22 1+ 1R+ 22 T

Gleichung der Tangentialebene als Graph:

r = f(y07 ZO) + dh(y[h ZO) < g : Yo )

20
Z

_ 1 Y—Y \ _ Yo 0
= $0+x0(y0,20)(z_20 —flfo—i‘wo(y y0)+x0(2 20)-

b) Wir linearisieren g : (u,v) — (coshu,sinhu cos v, sinhusinv) in einem
Punkt (ug, vo) mit g(ug, ve) = Fo:

sinh 0
Dg(ug,v9) = | coshugcosvy — sinh ugsin vy

coshugsinvy  sinh ug cos vy

Folglich ist die Parameterdarstellung der Tangentialebene:

P = Fy+ Dg(ug,v) ( vt )

vV — 1
T sinh g 0
= Yo | + (w—wup) | coshugcosvy | + (v—wp) | —sinhugsinwvg
20 cosh 1 sin vy sinh ug cos vy

Aufgabe 3:



a) Seien ¢ : R —R3 ¢: o — (23,2,2%),¢v :R* - R, ¢: (a,b,c) —
(g9(a,b),h(c)). Dann ist k(z) = f o9 o ¢(x) und nach der Kettenregel
gilt

H(z) = Df((e(x))Di(d(x)) Do(x) =

~ (Of(u,v) Of(u,v) | Qah)  2alah) |
B ou  Ov u=g(z® x) 0 0 H) a=a2°
b—

(), (S )

v = h(x?)
= Dif(g(z®,2),h(z?)) (32 D1g(a°, ) + Dag(2®, z))
+ 22k (2?)Daf (g(2*, x), h(x?)).

b)

K (z) = Dy f(g(2* x), h(2?)) (Dlg(m?’, 7)32°% 4+ Dag(z®, x)) + Do f(g(2®, x), h(2?))R (2%)2x

Aufgabe 4: Wir definieren 1 : j,;(M) — ja(M) C Moy, Y(ji(z)) = ja(z). ¥
ist eine Isometrie, denn da(¢(j1(2)), ¥ (j2(y))) = d2(ja(2), jo(y)) = d(x,y) =
di(j1(z), 71(y)), da 7; und j5 Isometrien sind. Nach Aufgabe 4, Blatt 4 gibt

es eine stetige Fortsetzung ¢ : My — My mit ®lj (m) = . Da j1(M) dicht
in M, ist, gilt
Va,b e M, A xn)n, (Yn)n € M, so dass ji(z,) — aund j1(y,) — b fiirn — co.

Mit der Stetigkeit von j; und ¢ folgt

di(a,b) = T di(ji(2n). 1(ya)) = lim da(Ga(wn), ja(yn)) = da((a), 6(b)).

Somit ist ¢ eine Isometrie und folglich eine injektive Abbildung. ¢ ist surjek-
tiv, da

Ym € My 3(xn)n € M, so dass jo(z,) — mfirn — oo, ¢ H(m) = lim j(z,).

xAufgabe 5: Die Ableitung der Funktion

F(CI0, - Hloo) — (R, ]-1), F(f)Z/O arctan f(z)dz

bei f € C[0, 1] ist nach Definition eine lineare Abbildung
Ly : (C[O’ 1]7 H ) “OO) - (R7 | ) |)



derart, dass gilt

Lo [F(f +B) = F(f) = Ly(h)|

=0.
h—0 [17f]oo

Mit dem Einsetzen von F' und mit der Taylor-Entwicklung von arctany auf
der Stelle f(z) erhalten wir

[F(f +h) = F(f) = Ly(h)| _

limy, o

|17l

_ lim | fol (arctan(f(z) + h(x)) — arctan(f(x))) dz — Ly(h)|
h—=0 HhHoo
1‘ T (arctan( f(x)) + L858 + o] |h]|) — arctan( f(:c))) dz — L(h)]

= 1m =
h—0 [1Al]ss

o L TEde — Ly(h)]
h—0 [1Al]oo

Folglich ist Ly(h) = [, ! {ffz (i) dzx.



