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Aufgabe 1: Wir betrachten die Funktionen

f : R −→ R2 , f(t) =

(
t
t

)
und

g : R2 −→ R , g(x, y) = xy .

a) Df(t) = (1, 1)t und dg(x, y) = ydx + xdy.

b) g ◦ f(t) = t2 und dg(f(t)) ·Df(t) = 2tdt.

∗ Aufgabe 4: Lösung eines Anfangswertproblems y′ = Ay, y(0) = c, ist in
der Form y(t) = eAtc. In der Aufgabe ist

A =

 1 0 2
−1 3 −1
−1 2 −1


und

c =

 1
0
−1

 .

Unsere Matrix A ist glücklicherweise in der Form A = TDT−1 darstellbar,
wobei

D =

 1 1 0
0 1 1
0 0 1

 ,

also eine Jordanmatrix, und

T =

 2 2 3
1 2 3
0 1 1


ist. Dementsprechend ist die Inverse von T

T−1 =

 1 −1 0
1 −2 3
−1 2 −2





und

eAtc = TeDtT−1c = T

 et tet t2

2
et

0 et tet

0 0 et

 T−1c

=

 (−1 + t)2et

t2

2
et

(−1 + t)et

 .

Aufgabe 5: Die Formel von Heun.
Für z haben wir

z(a + h) = b + f(a +
h

2
, b + f(a, b)

h

2
)h, h ∈ R.

Folglich ist z(a) = b und nach der Kettenregel gilt

d

dh
z(a + h) = D1f(a +

h

2
, b + f(a, b)

h

2
)
h

2
+ D1f(a +

h

2
, b + f(a, b)

h

2
)
f(a, b)h

2

+ f(a +
h

2
, b + f(a, b)

h

2
)

und

d2

dh2
z(a + h) = h

(
D2

1f(a +
h

2
, b + f(a, b)

h

2
)
1

4
+ 2D1D2f(a +

h

2
, b + f(a, b)

h

2
)
f(a, b)

4
+

+ D2
2f(a +

h

2
, b + f(a, b)

h

2
)
f 2(a, b)

4

)
+ D1f(a +

h

2
, b + f(a, b)

h

2
)

+ f(a, b)D2f(a +
h

2
, b + f(a, b)

h

2
).

Also hat z an der Stelle a folgendes Taylorpolynom der 2. Ordnung

z(a + h) = b + f(a, b)h +
1

2
(D1f(a, b) + f(a, b)D2f(a, b)) h2 + o(h2).

Andererseits ist y′(a + h) = f(a + h, y(a + h)) und somit ist nach der Ket-
tenregel

y′′(a + h) =
d

dh
f(a + h, y(a + h)) = D1f(a + h, y(a + h)) + D2f(a + h, y(a + h))y′(a + h)

= D1f(a + h, y(a + h)) + D2f(a + h, y(a + h))f(a + h, y(a + h)).

Mit y(a) = b bekommen wir dann

y′(a) = f(a, b) und y′′(a) = D1f(a, b) + f(a, b)D2f(a, b)

und daraus folgt schon die Behauptung der Aufgabe.


