Ubungen zur Analysis II, Musterlosungen 7
F. Merkl, J.Berger,Y. Bregman, G.Svindland

Aufgabe 1: Wir betrachten die Funktionen

fiR—R?, f<t>=(§)
und
g:R*—R, g(z,y) =ay.
a) Df(t) = (1,1)* und dg(z,y) = ydz + zdy.
b) go f(t) =t* und dg(f(t)) - Df(t) = 2tdt.

x Aufgabe 4: Losung eines Anfangswertproblems y/ = Ay, y(0) = ¢, ist in
der Form y(t) = e’c. In der Aufgabe ist

1 0 2
A= -1 3 -1
-1 2 -1
und
1
c= 0
-1

Unsere Matrix A ist gliicklicherweise in der Form A = T DT~! darstellbar,
wobei

1 10
D=|011],
00 1
also eine Jordanmatrix, und
2 2 3
T=|(1 2 3
011

ist. Dementsprechend ist die Inverse von T’
1 =1 0
T'= 1 -2 3
-1 2 =2



und

eMe = TeP'Tle=T1| 0 e tet T ¢
0

( (-1 + t)%et )
- (—15—1- t)et |

Aufgabe 5: Die Formel von Heun.
Fiir z haben wir

h

z(a+ h) :b+f(a+g,b+f(a,b)§)h, h € R.

Folglich ist z(a) = b und nach der Kettenregel gilt

gfm+h)= Djm+gﬁ+ﬂmmgg+pﬁm+g&+fmmgﬁ®;m
bt bt b))

und

dd—;z(a+h) = h (D%f(a+ g,b+f(a,b)g)i 2D, Dyf(a+ g’“f(aab)g)f(i’ b)
+ Dif(a+ g,bﬂ”(a, b)g)@) +Dif(a+ g,b+f(a,b)g)
b f@hDof(at 5 b+ fa))

Also hat z an der Stelle a folgendes Taylorpolynom der 2. Ordnung
1
z(a+h)=b+ f(a,b)h + 3 (D1 f(a,b) + f(a,b)Dyof(a,b)) h* + o(h?).

Andererseits ist y'(a + h) = f(a + h,y(a + h)) und somit ist nach der Ket-
tenregel

yra+h) = S fat byt ) = Dif(at hylat )+ Daf(at hyla+h)yla+h)
= Dif(a+h,yla+h)) + Dyf(a+h,y(a+h)fla+h,y(a+h)).
Mit y(a) = b bekommen wir dann
y'(a) = f(a,b) und yn(a) = Dif(a,b)+ f(a,b)D2f(a,b)

und daraus folgt schon die Behauptung der Aufgabe.



