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Aufgabe 1: Sei f(x, y) := y exp(xy). Dann ist:

∇f = exp(xy)

(
y2

(1 + xy)

)
fxy = fyx = (2y + xy2) exp(xy) .

Aufgabe 2: Sei g : R3 → R2 definiert durch

g(x, y, z) =

(
x2 + y4 + y6

xy + yz + xz

)
.

g ist stetig. Daher ist M = g−1(1
0
) abgeschlossen. Außerdem ist M be-

schränkt. Denn es ist M ⊂ {x ∈ R3 | ‖x‖∞ ≤ 1}, da für x ∈ R3 mit ‖x‖∞ > 1
folgt: x2

1 +x4
2 +x6

3 > 1. Also ist M kompakt. Daher nimmt die stetige Funk-
tion f dort ein Maximum und ein Minimum an.

Aufgabe 3: Ausrechnen!

Aufgabe 4: f ist stetig. Also ist f(M) kompakt. Da f außerdem eine Bi-
jektion ist, folgt N = f(M). Also ist N kompakt. Sei nun A ⊆ M eine
beliebige abgeschlossene Menge. Dann ist A kompakt und daher auch f(A)
kompakt, d.h. insbesondere abgeschlossen (N ist Hausdorffraum). Nun gilt
offensichtlich (f−1)−1(A) = f(A). Folglich sind Urbilder bezüglich f−1 von
abgeschlossenen Mengen abgeschlossen. D.h f−1 ist stetig.

Aufgabe 5: Sei ⋃
i∈I

Ui ⊇ A×B

eine offene Überdeckung von A×B. Fixiere ein beliebiges a ∈ A. Dann gibt
es zu jedem b ∈ B eine Menge Ua,b ∈ {Ui | i ∈ I} mit (a, b) ∈ Ua,b. Da Ui ∈ T
für alle i ∈ I, haben die Ua,b folgende Form:

Ua,b =
⋃

(C,D)∈Pb

C ×D, mit Pb ⊆ TA × TB .

Also gibt es zu jedem b ∈ B ein Paar (Cb, Db) ∈ Pb mit (a, b) ∈ Cb×Db. Die
Menge {Db | b ∈ B} bildet eine offene Überdeckung von B. Da B kompakt
ist, gibt es eine endliche Teilüberdeckung {Db1 , . . . , Dbn(a)

}. Seien

Ca :=

n(a)⋂
i=1

Cbi
, Da :=

n(a)⋃
i=1

Dbi
.



Dann gilt:

({a} ×B) ⊆ Ca ×Da =

n(a)⋃
i=1

Ca ×Dbi
⊆

n(a)⋃
i=1

Cbi
×Dbi

⊆
n(a)⋃
i=1

Ua,bi
.

Für jedes a ∈ A können wir solche Mengen Ca und Da konstruieren. Die
Mengen Ca bilden dann eine offene Überdeckung {Ca | a ∈ A} von A. Aus der
Kompaktheit von A folgt wiederum die Existenz einer endlichen Teilüberdeckung
{Ca1 , . . . , Cam}. Dann gilt:

A×B ⊆

(
m⋃

j=1

Ca

)
×

(
m⋂

j=1

Da

)
⊆

m⋃
j=1

Ca ×Da ⊆
m⋃

j=1

n(a)⋃
i=1

Ua,bi
.


