Die Kettenregel

Seien U C R™ und V C R" offen,

g . U — V differenzierbar in x € U, und

f:V — R! differenzierbar in g(z) € V.

Dann ist auch fog differenzierbar in x, und es gilt:

D(fog)(x) =Df(g(x)) - Dg(x)

Beweisstruktur:

1. Darstellung von f und g durch Linearisierung
inklusive Fehlertermen

2. Einsetzen dieser Darstellungen ineinander

3. Kontrolle der auftretenden Fehlerterme



Beweis der Kettenregel: Wir versehen R™, R® und R! mit je einer Norm
|I-]|. Weil g differenzierbar in z ist, gilt

9(y) =g9(@)+ Dg(x)(y—=z) +|y—=|r(y)
lineare Naherung Fehlgrrterm

fir y € U, wobei r(y) 2= 0. Ebenso gilt, weil f differenzierbar in g(z) ist:
f(v) = f(g(z)) + Df(g(x))(v —g(x))+ [|[v—g(z)|ls(v)

lineare Naherung Fehlé?term

fir v € V, wobei s(v) *29%) 4. Durch Einsetzen von v = g(y) erhalten wir:

fla() = f(g(z)) + Df(g(z)] Dg(z)(y—z) + ly—z|r(y)]
lineare I\T'aherung Fehlg?term
+ [lg(y) — g(@)Is(g9(y))

Fehlgrrterm

= f(9(z)) + Df(g(z)) Dg(z) (y —z)+  h(y)
lineare Nra'herung Fehlerterm

mit dem Fehlerterm

h(y) = lly —z||Df(g(x))r(y) + llg(y) — g(=)lIs(g(y))-
Nun gilt

Yy—r

Df(g(x)) r(y) =5 0
wegen r(y) 2= 0, und
lg(y) — 9(a)|| = HDgcx)(y _ )+ ly— xnr<y>H
< IDg(@)(y — D) + ly — 2] - Ir@)l| = O(lly —=|) fir y — ,

sowie

s(g(y)) =50,

weil g(y) =% g(z) und s(v) "22% 0. Es folgt

RN < lly — 2|l - [[Df(g(x)) r(y) |

+ [[Dg(z)(y — )| + |ly — ]| - Hr(y)ll] IsCa()l
=o(lly—=|) firy— =,

also die Behauptung.



