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Hinweis: Dieses Kurzskript fasst die Inhalte einer Vorlesung wirklich kurz zusammen,
es ersetzt nicht den Besuch der Vorlesung. Es werden nur die wichtigsten Stichpunkte
und Tatsachen wiedergegeben. Des Weiteren sind alle Ubungsaufgaben klausurrele-
vanter Bestandteil der Vorlesung.

Verweise auf Literatur sollen auch helfen, die Grundbegriffe zu wiederholen die
man schon vergessen hat. Es lohnt sich, nicht nur den angegeben Abschnitt/die an-
gegebenen Seite anzusehen. Die Kapitelnummern/Seitenzahlen beziehen sich auf die
Auflage, die im Literaturverzeichnis angegeben ist. Andere Auflagen weichen eventuell
davon ab.

Erweiterungen und Anderungen erfolgen ohne besondere Ankiindigung zu unvor-
hersagbaren Zeiten. Sollten Thnen Fehler auffallen, wenden Sie sich bitte an mich.

1. VORLESUNG AM 24.4.

e Definition: Eine Kurve v in einem metrischen Raum (X, d) ist eine stetige
Abbildung v : I — X, wobei I C R ein Intervall ist. (Intervalle sind zusam-
menhéingende Teilmengen von R.)

Anstatt dem Wort Kurve verwendet man oft synonym Weg.
Zu metrischen Rédumen, s. [Wa2] Kap. 1.5, Wege und Kurven [Wa2|, Kap.
5.10.
e Ein wichtiges Beispiel eines metrischen Raumes ist (X, d) = (R", dg) mit

n 1/2
dst(2,y) = [z —y[ = (Z | — yi\2> :
i=1
Wenn man vom metrischen Raum R™ spricht, so meint man (R", dg).

e Eigenschaften von Kurven in R™: Eine Kurve ist differenzierbar, glatt, C* mit
k > 1, wenn die Komponenten die jeweilige Eigenschaft haben.

e Definition (Regulire Kurve): Eine Kurve in R” ist requldr, wenn sie stetig
differenzierbar ist und (¢) # 0 fir alle ¢ € I.

e Definition: Seien v : [ — X und 7 : J — X zwei Kurven. 7 ist eine
Umparametrisierung von vy, wenn ein Homoéomorphismus ¢ : I — J existiert,
sodass yo h™! =7.

Wenn man es mit einer differenzierbaren/glatten/analytischen Kurve v zu
tun hat und sicherstellen mochte, dass 7 es auch ist, so verlangt man, dass h
auch differenzierbar/glatt /analytisch ist.

e Beispiel: Die Kurve

v:(0,7) — R?

sin(t)
b ( cos(t) + In(tan(t/2)) ) '

ist glatt, analytisch. Die Einschrankungen von v auf (0,7/2) und (7/2,7) sind
regulér, aber 4(0) = 0. An der Stelle t = 0 hat das Bild von 7 einen Knick.



e Der folgende Satz ist der mathematische Inhalt der Aussage reguldre Kurven
haben keine Knicke.

e Satz (Rangsatz fiir regulidre Kurven): Sei v : [ — R” eine stetig differen-
zierbare Kurve und ¢y € I im Inneren. Dann gibt es eine Umparametrisierung
h : I — J und einen Diffeomorphismus £ einer Umgebung von 7(%y) in R™ auf
eine (evtl. andere) Umgebung von 7(ty) sodass

koyoh™:J —R"
s+— (s,0,...,0).

e Dieser Satz sagt, dass die Kurve nach geeigneter Umparametrisierung (h) und
differenzierbarem Koordinatenwechsel (k) lokal aussieht wie eine Gerade.

e Redeweise: Ein Diffeomorphismus & einer Umgebung von 7(ty) in R™ auf eine
(evtl. andere) Umgebung von 7(to) ist ein lokaler Diffeomorphismus bei ~(to).

e Beweis vom Satz: Um die Notation zu vereinfachen, nehmen wir ¢ty = 0 und
v(to) = 0 an. Weil 4 # 0, ist eine Komponente 4; # 0. Wir nehmen 4;(0) # 0
an.

— Konstruktion von h: Die Abbildung

h:I—R
t— 7(t)
erfiillt A/(0) # 0 und h(0) = 0. Nach dem Umkehrsatz (s. S. 199, [Wa2])

gibt es eine Umgebung I’ von 0 in [ so dass h|p ein Diffeomorphismus
auf sein Bild J (ein Intervall welches 0 enthilt) ist.
— Konstruktion von k: Die Abbildung

h:JxRv — Jx R
(8, Z2,...,x,) — (8,29 — VQ(h_l(s)), R %(h_l(s)))

erfiillt £(0) = 0 und DEk(0) ist eine obere Dreieckmatrix, die offensichtlich
invertierbar ist. Nachdem Umkehrsatz gibt es eine Umgebung U von
0 € J x R"! so dass k|y ein Diffeomorphismus auf sein Bild ist.

Man rechnet nach, dass k o~ o h™! die geforderte Eigenschaft (1) hat.

e Bemerkung: Tatséchlich ist k£ ein Diffeomorphismus dessen Umkehrung man
direkt angeben kann. Daher ist es im obigen Beweis nur ungeschickt nicht zu
fordern, dass v o h™!(J) C U. Dies kann man durch Verkleinerung von .J leicht
erreichen.

e Bemerkung: Der Satz oben ist ein Spezialfall des Rangsatzes den man z.B. in
[BJ], S. 46ff nachlesen kann.

e Definition (Rektifizierbarkeit, Wegliénge) : Sei I = [a,b] ein kompaktes
Intervall und « : I — (X, d) eine Kurve. Die Kurve ist rektifizierbar, wenn

() = sup {L(’y, 7Z) = Zd(’y(ti),’y(ti,l)) Z=(a=th<th <...<tp,= b)} < 00.

I(7) ist dann die Lénge von v. Z = (a = tp < t; < ... < t,,, = b) ist eine
Zerlegung des Intervalls [a, b].
e Wir wollen priifen, ob dies ein Begriff ist, der Eigenschaften hat, die man von
einer Weglénge erwartet. Unter anderem sind dies
— Parameterisierungsinvarianz,
— Additivitat,
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— nicht konstante Wege haben positive Lénge, die Lénge eines konstanten
Weges ist 0,

— falls (X,d) = (R",dy), so ist die Lange der Strecke zwischen zwei Punk-
ten gerade der Euklidische Abstand dieser Punkte. Insbesondere sind
Strecken im Euklidischen Raum rektifizierbar.

e Lemma (Parametrisierungsinvarianz der Wegléinge): Sei~y : I — (X, d)

ein Weg und ¥ = yo h™!' : J — (X, d) eine Umparametrisierung von . Dann
ist v genau dann rektifizierbar, wenn 7 es ist. In diesem Fall gilt I(y) = I(7).
Beweis: Wir schreiben

A ={L(v,Z)| Z ist eine Zerlegung von I}
A ={L(7¥,7)|Z ist eine Zerlegung von J}.

Es geniigt A = A zu beweisen. Wir nehmen an, dass h monoton wichst. (Wenn
h monoton fillt, so wandelt man den Beweis leicht ab. Weil h ein Homoéomor-
phismus ist, ist h entweder iiberall monoton fallend oder iiberall monoton stei-
gend.)
~—ACA:SeiZ=(a=1t <t <...<t, =Db) eine Zerlegung von
I = [a,b]. Dann ist h(Z) = (h(a) = h(ty) < ... < h(t,)) eine Zerlegung
von J = h(I) sodass L(v,Z) = L(7,h(2)).
— A C A : analog.

2. VORLESUNG AM 25.4.

Lemma (Additivitét): Seiy : [a,b] — (X, d) eine Kurveund I; = [a, c], [, =
[c,b]. Dann ist v genau dann rektifizierbar, wenn v; = «|;, und v, = 7|, es
sind. In diesem Fall ist

1(v) =1(yln) +1(Vlw) -

Beweis: =: Sei 71 = (a =ty < t; < ... < t,,, = ¢) eine Zerlegung von I.
Dann ist Z = (a =ty < t; < ... < ty, < tjus1 = b) eine Zerlegung von I so
dass L(v,Z) = L(m, Z1) + d(v(c),~v(b)). Dies zeigt, dass =, rektifizierbar ist.
Die Kurve 75 behandelt man analog.
<: Wir nehmen an, dass 71,7, rektifizierbar sind. Sei Z = (a = t; < t; <
... < tp, = b) eine Zerlegung von I. Falls ¢ = ¢; ist fiir ein bestimmtes j, so
setzen wir Z' = Z. Ansonsten sei Z' die Zerlegung von I die man aus Z durch
Hinzunahme von ¢ an der richtigen Stelle erhélt. Wir schrieben
Z'=(a=tly<...<lj=c<..ty=0).
Dann gilt wegen der Dreiecksungleichung
L(v,Z) < L(v, Z").
7' enthélt die Zerlegungen
Zy=(a=ty<...<ty=c)von I
Zy=(t)=c<.. .ty =b)vonl,
und es gilt
L(v,2") = L(m, Z1) + L2, Z3)
Aus der Rektifizierbarkeit von 7,7, und (2) folgt die Rektifizierbarkeit von ~.



Beweis der Additionsformel, <: folgt unmittelbar aus der Diskussion im Teil
=

L(v,Z) < L(v, Z') = L(m, Z1) + L(v2, Z3) < U(71) +1(72).
Beweis der Additionsformel, >: Sei ¢ > 0 und Z;,i = 1,2, eine Zerlegung
von I; sodass
(i) — e < L(vi, Zi).
Durch das Zusammenfiigen von Z; mit Z, erhélt man eine Zerlegung Z von [/
sodass

I(v) > L(v, Z) = L(m1, Z1) + L(v2, Z2) = Um) — e+ (1) — .

Weil ¢ beliebig klein gewéhlt werden kann, folgt () > I(y1) + U(72).

Lemma (Positivitét):

Beweis: Ubung

Lemma (Streckenlinge):

Beweis: Ubung

Satz (Stetigkeit der Streckenliinge): Sei 7 : [a,b] — (X, d) rektifizierbar.
Dann ist

s :[a,b] — [0,1(7)]
t —1(V]ja)

monoton wachsend und stetig.
Beweis: Die Monotonie folgt aus der Additivitdt der Lange.

Sei Z = (to < ...t,) eine Zerlegung von I und I; = [t;_1,t;],0 = 1,...,m,
v = 7|5, und o = d(y(t;), v(ti—1). Dann gilt offenbar a; < I(y;) und fiir festes
k

lw) = an £ Y1) = ) = Ux) = L(, 2)

Weil v gleichméssig stetig ist gilt: Fiir alle € > 0 existiert ein § > 0, sodass aus
It —s| <d
d(y(t),7(s)) <e
folgt.
Sei also € > 0 gegeben und § wie oben. Wir nehmen nun an, dass t; —t;_1 < 9
fiir alle ¢ und die Zerlegung Z erfillt {(y) — L(, Z) < e. Es folgt

s(tr) = s(te—1) = Lw) < (1(7) = L(7, Z)) + oy < 2e.

s ist eine monotone Funktion, Unstetigkeitsstellen sind also Sprungstellen.

Dies impliziert die Stetigkeit von s in T: Wihle § > 0 und Z eine Zerlegung
wie oben sodass T' = t; ein Element der geordneten Menge Z ist. Sei [c,d] =
J C I das Intervall welches von den Nachbarn von ¢ in der Zerlegung begrenzt
wird (wenn t; nur einen Nachbarn hat (d.h. ¢, € {a,b}), so ersetzt t) selbst
den fehlenden anderen Nachbarn.) Es gilt nun wegen der Monotonie und ein-
bis zweimaliger Anwendung von (3)

[s(t) = s(tx)| < max{[s(c) = s(tx)], |s(d) — s(ti)|} < 2e.

Also liegt s(J) in der 2e-Umgebung von s(7).
Definition (Lipschitzstetig): Eine Kurve v : I — (X, d) ist Lipschitzstetig
wenn eine Konstante \ existiert, sodass d(y(t),v(s)) < At — s|.
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e Lemma (Rektifizierbarkeit Lipschitzstetiger Kurven): Lipschitzstetige
Kurven sind rektifizierbar: Wenn A eine Lipschitzkonstante von v : I — (X, d)
ist, so gilt [(7) < A(b— a).

e Beweis: Sei Z = (tg =a < ty...t,, =b) eine Zerlegung von I. Dann gilt

= Z d(y(t:), v (ti-1))

< Z At — ;1] Lipschitz
= Z )\(tz — ti—l) t; > t;_q fur alle ¢
= Ab—a).

e Bemerkung: Stetig differenzierbare Kurven + : [a, b] — R" sind rektifizierbar
und ihre Lénge kann mithilfe der Formel

- / 1 ()ldt

berechnet werden. Diese Tatsache wird in der nédchsten Vorlesung bewiesen,
aber kann in den aktuellen Ubungen verwendet werden.

3. VORLESUNG AM 2.5.

e Satz (Linge von C'-Kurven ): Stetig differenzierbare Kurven v : I — R"
sind rektifizierbar und es gilt

(@) 1) = [ 130 e

e Das folgende Lemma ist Hilfsmittel im Beweis des Satzes.
e Erinnerung(Konsequenz aus Dreiecksungleichung): Fiir alle a,b € R"
gilt
() llall = 1I8ll| < lla - ol

e Lemma (Linge eines Differenzweges): Seien 7, ¢ : I — R™ rektifizierbare
Wege. Dann ist v — ¢ auch rektifizierbar und es gilt

(6) 1) = W) < Uy —¢) < Uy) + (o).
e Beweis des Lemmas: Sei Z = (a =ty < ... <ty = b) eine Zerlegung von 1.
Dann gilt nach der Dreiecksungleichung

L(y-¢.2 Z I(y = @)(t:) = (v = &) (tia)|
= Z [(v(t:) = v(tim1)) — (o(t:) — P(ti))l

< Z [v(t:i) — (1)l + Z |p(ti) — o(ti1)|l

= L(v, 2) + L(¢, Z) < 1(7) +1(9).



(8)

Also ist v — ¢ rektifizierbar. Weiter gilt (u.a. wegen (5))

|L(v,Z) — L(9, Z)| = Z [v(t:) — y(ti)| — Z p(ti) — o(tia)|l
< Z Iy (t:) = At = lo(t:) — dti-1)]l|

< Z (v(t) = 6(t:) = (v(tiza) = D(tin))]

=Lly—¢,2) <Il(y—¢).

Weil man nach Wahl einer geeigneten Zerlegung [(y) und [(¢) beliebig genau
durch L(v, Z) und L(¢, Z) approximieren kann folgt der linke Teil von (6). (An-
merkung: In diesem Beweis verwendet man, dass durch die Verfeinerung einer
gegebenen Zerlegung die Qualitét der Approximation der Linge verbessert.)

e Beweis des Satzes: Wenn + stetig differenzierbar ist, so ist v auch Lipschitz-
stetig (Mittelwertsatz). Daher ist v rektifizierbar.

Um (4) zu beweisen, werden wir zeigen, dass die Streckenldangenfunktion
differenzierbar ist und dass §'(t) = ||y(¢)||. Die Behauptung folgt dann aus dem
Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung (s. [Wal], Abschnitt 10.12).
Um den Differenzenquotienten (s(t) — s(7))/(t — 7) fir t # 7 abzuschétzen,
vergleichen wir die Kurve v nahe 7 mit der Geraden

¢o: I —R"
t— (1) +3(7)(t = 7)

Weil v stetig differenzierbar ist, ist 4 gleichméssig stetig. Daher gibt es fiir alle
e>0eind >0, so dass aus |s —t| < ¢

[9(t) = 3(s)| <e
folgt. Sei 7 < t < 7+ 0 gegeben. Fiir die Linge der Strecke ¢ zwischen ¢(7)
und ¢(t) gilt 1(¢[rg = ||9]/(t — 7), fiir die Lénge der Kurvenstiicks v zwischen
v(7) und ~(t) gilt (wegen Additivitét) I(v|q) = s(t) — s(7).
Die Differenz ¢ (t) = ~v(t) —¢(t) definiert einen weiteren Weg ¢ : [a, b] — R".
Er ist stetig differenzierbar, also rektifizierbar, und es gilt

[(¥lirg) < max{[¥(0)| |0 € [r, 1]} -(t = 7).

-

<e

Damit bekommen wir eine Abschéatzung

|5(t) = s(1) = U&lirg) | = H(V]irg) — Ulirn)]
———

=3l
L)) wegen Lemma

VARPVAN

e(t —7) wegen (8).

Dies zeigt, dass der rechtsseitige (¢ > 7) Differenzenquotient w um hochstens

e von ||¥(7)|| abweicht, wenn ¢t —7 < 4. Also ist s in 7 von rechts differenzierbar
und die rechtsseitige Ableitung ist ||%(7)||. Analog kann man die linksseitige
Ableitung behandeln. Man erhélt wieder ||¥(7)| als Wert der Ableitung. Es
folgt, dass s in 7 differenzierbar ist und s'(7) = ||5(7)]|.
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e Definition (Tangente an regulire Kurve): Wenn ~ regulér ist, so parame-
trisiert (7) eine Gerade. Dies ist die Tangente von ~y in (7).
e Bemerkung: Nach der Definition von Differenzierbarkeit gilt

t—T1 t—T1

Die (parametrisierte) Tangente ist durch die Parametrisierung der Kurve ein-
deutig durch diese Eigenschaft bestimmt (auch wenn 7 nicht reguldr ist). Die
parametrisierte Tangente ist die bestmdogliche lineare Approximation einer re-
guldren Kurve.

e Bemerkung: Die Formel (4) gilt auch fiir Kurven, die stiickweise C! sind.

e Wir interessieren uns in erster Linie fiir Eigenschaften von Kurven, die nicht von
der Parametrisierung der Kurve abhidngen. Manchmal ist es aber niitzlich, eine
spezielle Parametrisierung zu wiahlen. Weiter kann man Umparametrisierungen
h : 1 — J in zwei Klassen einteilen.

e Definition (orientierungserhaltende Umparametrisierung): Seih : [ —
J eine Umparametrisierung einer Kurve v : I — X. Dann ist h orientierungs-
erhaltend, falls h (streng) monoton wachsend ist. Andernfalls ist h orientie-
rungsumkehrend.

e Definition (Parametrisierung nach Bogenléinge): Sei v : I — (X,d)
eine rektifizierbare Kurve. Dann ist v nach Bogenlédnge paramaterisiert, falls
fiir alle s < t € I gilt

|s =t = {(V]is.0)-
Oft erlaubt man, dass I nicht kompakt ist. Dann fordert man, dass v auf
jedem kompakten Teilingterval von I rektifizierbar und dort nach Bogenlénge
parametrisiert ist.

e Lemma: Wenn v : [ — R" stetig differenzierbar und nach Bogenlédnge para-
metrisiert ist, so gilt ||¥(¢)|| = 1 fir alle t € I.

e Beweis: Unmittelbare Konsequenz aus dem Hauptsatz der Differenzial- und
Integralrechnung.

e Lemma (Parametrisierung nach Bogenlénge fiir regulire Kurven): Sei
v : I — R” stetig differenzierbar und regulédr. Dann kann man v zu einer nach
Bogenlinge parametrisierten Kurve umparametrisieren. Die umparametrisier-
te Kurve ist stetig differenzierbar, regulidr und die Umparametrisierung kann
orientierungserhaltend gewahlt werden.

e Sei a € I. Wir definieren

h:I —R

l(ry [at]) a<t
t— ’
{ —1(V|ita) t <a.

Dann ist h orientierungserhaltend, differenzierbar (HDI) und es gilt immer
R (1) = ||7(7)||. Weil « regulér ist, ist h iiberall ein lokaler Diffeomorphismus,
und weil h streng monoton wachsend ist, ist h ein Diffeomorphismus (also
bijektiv, stetig differenzierbar, mit stetig differenzierbarer Umkehrung) auf sein
Bild J (welches wieder ein Intervall ist). Daher ist die Verkettung o h™! stetig
differenzierbar und reguldr. Nach Definition von A gilt |s —t| = I(7[s)-

e Terminologie: Eine ebene Kurve ist eine stetige Abbildung ~ : I — R2.
Analog definiert man regulére ebene Kurven etc.




e Rechnung: Sei v : I — R? eine zweifach stetig differenzierbare Kurve die

nach Bogenldnge parametrisiert ist. Dann gilt (§(¢),5(¢)) = 0 fiir alle ¢. Dies
folgt durch Differenzieren von ||¥(t)||*> = (§(¢),7%(¢)) (Produktregel). Insbeson-
dere steht %(t) auf 4(¢) senkrecht.

Wir betrachten jetzt nur reguldre ebene Kurven und verwenden die Notation

0 —1
J:<1 5 )
Beachte J? = —F.

Definition: Sei v eine regulire ebene Kurve. Der Normalenvektor an ~y in ~y(t)
ist J(%(t)/||7(7)]|). Es gibt eine eindeutig bestimmte Zahl (t), sodass

k(1) (3(2) = 5(t).
k(7) ist die Krimmung von v in (7). Wenn ~ nicht nach Bogenlénge parame-
trisiert ist, so kann man die Kriimmung direkt bestimmen:
Lemma: Wenn v reguliir und C? ist, so gilt fiir die Kriimmung r(¢) in ()
det(A(t) y(t
PRREOLIG)
IsfGll

Beweis: Ubung.

4. VORLESUNG AM 8.5.

Beispiel: Die Kriimmung einer Gerade ist iiberall 0, die Kriimmung eines Krei-
ses mit Radius R, der gegen den Uhrzeigersinn durchlaufen wird, ist {iberall
R7L

Sei «y eine glatte, nach Bogenlidnge parametrisierte Kurve und kg = k(1) # 0.
Wir betrachten den Kreis mit Radius |rq| ™!

p:R— R?

5 > () + £y LT (3(7)) — K ( cos(fos)  — sinlros) ) JG5()).

sin(kos)  cos(kos)

Dies ist der Ankreis an «y in (7). Es gilt

p(0) = ~(7)
f1(0) = 4(7)
fi(0) = 4(7)

Weiter gilt
t) — pu(t
iy 78 — p(t)
t—T (t — 7‘)2
Lemma: Sei v eine C2-Kurve und reguliir. Sowie o eine Tangente an v in y(t).
(orientiert durch 4(t)) Wenn v ganz auf der Seit von o liegt, die J5(t) enthélt,
so gilt k(ty) > 0.
Satz: Sei k : [a,b] — R eine Lipschitz stetige Funktion. Dann gibt es eine,
nach Bogenlinge parametrisierte, C?-Kurve 7 : [a,b] — R, sodass

K(t) = k(t).
v ist eindeutig bestimmt bis auf orientierungserhaltende Euklidische Bewegun-
gen in R?. (Euklidische Bewegungen sind Isometrien der Euklidischen Ebene.)

=0.
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e Korollar: Eine nach Bogenlinge parametrisierte C?-Kurve, so dass x(t) = 0,
ist ein Segment einer Gerade. Eine nach Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve,
so dass k(t) = kg # 0, ist ein Kreisbogen mit Radius || ™.

e Bemerkung: Die folgende Diskussion kann man auf Kurven in R" verallge-
meinern.

e Definition: Sei v : I — R3 eine reguliire C"=3-Kurve. Sie ist eine Frenet-
Kurve, falls zudem %(t) # 0. Wir nehmen an, dass 7 nach Bogenlénge parame-
trisiert ist. Dann ist

er = (1) Tangente
(4
€y = 7( ) Hauptnormale
lefGll
e3 = €1 X €y Binormale

das begleitende Frenet-Dreibein. Es ist eine positive Orthonormalbasis von R3.

Differenziert man ||§(¢)||?> = 1, so erhilt man

er(t) = J(t) = K(t)ea(t)

k ist die Kriimmung der Frenet-Kurve (sie kann auch fiir regulére Kurven defi-
niert werden, das Dreibein degeneriert dann eventuell). Sie ist fiir Frenet Kur-
ven immer positive und im Allgemeinen nicht negativ. Differenziert man es so
erhélt man

éy = (€2, e1)e1 + (€2, €2) €2 + (€2, €3)€3
-0
= (—eg, é1)e1 + (€2, €3) €3
——

=T

weil ||es]|? = 1 und (eq, 1) = 0. 7 ist die Torsion von . Dann gilt

€3 = <é37 61>€1 + <é3, €2>€2 + <é3, 63) €3
=0
= - <€3>é1> €1 — (637é2>€2
=0
= —TEq.

wegen é; L ez und der Definition der Torsion.

e Bemerkung: Der folgende Satz ist der Hauptsatz der lokalen Kurventheorie.
Sein Beweis ist nur ein wenig komplizierter als derjenige fiir Kurven in der
Ebene. Letzteren haben wir oben besprochen. Sie kénnen den Beweis selber
finden oder in [Kii], S. 18ff nachsehen.

e Satz: Sei I kompakt, k : I — R eine positive C*-Funktion und ¢t : ] — R
stetig. Dann gibt es eine, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve v : I — R3,
sodass k(s) = k(s) und 7(s) = t(s) fiir s € I.

e Wir wenden uns nun globalen Eigenschaften ebener Kurven zu.

e Definition: Eine Kurve v : R — (X, d) ist periodisch mit Periode T, falls
v(t) =~(t+T) fir alle t € R gilt.

e Definition: Eine Kurve v : R — (X, d) ist periodisch mit Periode T > 0 falls
y(t +T) = ~(t) fir alle t € R gilt. v ist periodisch, falls ein 7" > 0 existiert,
sodass v periodisch mit Periode T ist.
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(11)

e Lemma: Sei v : [ = [a,b] — R? eine ebene C''-Kurve, die nach Bogenlinge

parametrisiert ist. Dann gibt es eine stetige Funktion ¥ : I — R, sodass
o cos(V(t))
(1) = ( sin(9(8)) |

Wenn 19,5 zwei Funktionen mit diesen Eigenschaften sind, so gilt 9 — 9 =
21k, k € Z.

5. VORLESUNG AM 9.5.

Beweis: Wir beweisen als Erstes die Eindeutigkeit bis auf Addition ganzzah-
liger Vielfacher von 2m. Seien 9y, Yy zwei Funktionen die (11) 16sen. Zur Zeit
7 € I gilt dann

(cos(Po(7)),sin(Vo(7))) = (cos(P1(7)), sin(F1(7))).

Aus bekannten Eigenschaften von cos, sin folgt Jo(7) = 91(7) + 27k(7) wobei
k() € Z. Weil k(1) = W fir alle 7 € I ganzzahlig ist und k(-) auch
stetig ist, ist k£ konstant.

Existenz von 9: Weil v nach Bogenlidnge parametrisiert ist, gilt ||§(¢)| = 1.
Wir nehmen zuerst an, dass ¥(t) € {(z,y) € R*|z > 0} = Hp (rechter Halb-
kreis) fiir alle ¢. Dann erfiillt ¢ = arctan(y/x) mit arctan : R — (—7/2,7/2)
die Gleichung (11).

Falls ¥(t) € {(z,y) € R*|y > 0} = Hp, so kann man ¢ = arccot(x/y) mit
arccot : R — (0, 7) setzen. Die Félle

A(t) € {(x,y) € R*|z < 0} = Hy fiir alle ¢
A(t) € {(x,y) € R*|y < 0} = H, fiir alle ¢

behandelt man analog.

Wir wéhlen nun eine Zerlegung Z = (tg = a < ... < t,, = b) von I =

[a,b], sodass fiir jedes i = 1,...,m die Menge ~([t;,t;_1]) ganz in einem der
Halbkreise Hy, Ho, Hgr, Hy, enthalten ist. Man whlt J(a), sodass (11) fiir t = a
gilt. Dann setzt man ¢ auf das Intervall [ty = a,t;] fort (etwa durch 27kq +
arctan(z(t)/y(t)) falls 4 ([to, t1]) C Hg). Danach setzt man o stetig auf [t1,t2]
fort usw. Wir erhalten so eine Losung 9 von (11).
Erginzung: Wir haben ¢ : I — R konstruiert unter der Annahme, dass [
kompakt ist. Falls I nicht kompakt ist, kann man ¢ auf ganz I definieren indem
man eine kompakte Ausschopfung von I wahlt nd. Eine Kompakte Ausschofung
ist eine Familie kompakter Intervalle K;,7 € N, sodass

Ki - Ki+1 fiir alle 2 € N

[:U&

ieN
Man beachte dass ¢ eindeutig bestimmt ist durch seinen Wert an einem festen
Punkt ¢y in Ko # (). Man wihlt also alle ¢; : K; — R, sodass ¥;(to) von i
unabhéngig ist. Dies definiert eine Losung 9 auf ganz I.
Definition: Eine Teilmenge A C R"™ ist sternformig beziiglich zy € A wenn fiir
alle x € A auch die Strecke zwischen x, xg ganz in A liegt.
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e Hebungslemma: Sei A C R” sternférmig beziiglich o € A und e : A —
S1 C R stetig. Dann existeiert eine stetige Abbildung ¢ : X — R, sodass

_( cos(¥(x))
e(x) = ( sin(d(z)) )
fiir alle z € A gilt.

e Terminologie/Ausblick: Die Abbildung pr: R — S' C C,t — ¢ ist ein
Beispiel (das wichtigste) einer universellen Uberlagerung. Das Hebungsproblem
ist die Suche nach Losungen ¥ der Gleichung pro ¢ = e.

R

X—e>Sl

Die Losbarkeit dieses Problems hédngt von X ab. Zum Beispiel existiert kein
9 : St — R, sodass

R

e
pr
St —— 51
id
kommutiert.

e Beweis des Hebungslemmas: Den Fall n = 1 haben wir fiir kompakte In-
tervalle behandelt. Der allgemeine Fall ist nur in Hinblick auf die Notation
komplizierter.

e Definition: Sei v : R — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte C*-Kurve,
periodisch mit Periode 7" und ¢ eine stetige Funktion mit der Eigenschaft (11),
so ist

= —(WNT) — (0
= 5-(0(T) = 9(0))
die Windungszahl von ~.

e Beispiel: Sei v, (t) = ( (;?28 ) Dies ist eine einfach geschlossene, auf R
definierte, nach Bogenldnge parametrisierte ebene Kurve mit Periode T' = 27.
Es gilt

— sin(t) cos(t + m/2)

i (t) = ( cos(t) ) - ( sin(t +/2) )

In diesem Fall ist also ¥ (t) =t + m/2 eine Funktion mit der Eigenschaft (11)
und es gilt

1
My = %(19+(27T) —94(0)) = L.
Die Kurve v_(t) = v, (—t) kann man analog behandeln. Man erhilt ¥_(t) =
—t—m/2und n, =-1.

e Die Windungszahl kann einfach aus der Betrachtung des Bildes von ~ berechnet
werden.
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6. VORLESUNG AM 15.5.

e Bemerkung: n, ist unabhénging von der Wahl von ¢ (offensichtlich) und des

Zeitnullpunktes, denn

(I(T +to) = V(to)) — (I(T) = 9(0)) = (I(T + to) = I(T)) = (V(to) —¥(0)) =0

(12)

weil auch 9(t + ty) — V() periodisch mit Periode 7" ist. Wenn 7(t) = y(—t), so
gilt n, = —n5. Wenn man also die Orientierung von v umdreht, so dndert die
Windungszahl ihr Vorzeichen.

Folgerung: Urspriinglich haben wir die Umlaufzahl fiir nach Bogenldnge pa-
rametrisierte Kurven definiert. Wir wissen, dass man jede reguldre Kurve so
umparametrisieren kann, dass das Resultat 7 nach Bogenldnge parametrisiert
ist, und zwar ohne die Orientierung zu dndern (natiirlich kann sich die Peri-
ode dndern, die Kurve bleibt aber periodisch). Man erhélt so eine Definition
der Umlaufzahl fiir reguliire, periodische Kurven in R?. Nach dem, was oben
diskutiert wurde, ist die Umlaufzahl wohldefiniert.

Beobachtung: Wenn ~ zweimal stetig differenzierbar ist, so ist ¥ auch diffe-
renzierbar (wegen (11)) und der Glattheit von arctan, arccot, . ... Differenziert
man (11) nach ¢, so erhdlt man

wr —sin(¥(t))
7“)—‘9(”( cos(9(t)) )

Ein Vergleich mit der Definition der Kriimmung (9) zeigt
K(t) = O(t).

Satz: Sei v : R — R? eine nach Bogenlinge parametrisierte periodische C?-
Kurve mit Periode T" und & ihre Kriimmung. Dann gilt

1 T

Ny = —
gl
2 Jo

K(t)dt.
Beweis: Dies folgt aus dem Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung
sowie (12).
Bemerkung: Alles was wir bis jetzt gemacht haben, basierte auf lokalen Be-
trachtungen (etwa der Kurve auf der Umgebung eines Punktes im Definiti-
onsbereich). Der folgende Satz geht auf Heinz Hopf zuriick und ist anders. Er
betrachtet eine Eigenschaft, die man nicht lokal nachpriifen kann, nédmlich ob
eine T-periodische Kurve ~ eingebettet ist, d.h. ob es Selbstschnitte gibt, die
nicht aus der T-Periodizitiat von ~ folgen.
Satz (Umlaufsatz): Sei v eine T-periodische, nach Bogenlénge parametrisier-
te C'-Kurve, die eingebettet ist (d.h. v(t) = v(s) impliziert s —t € ZT C R).
Dann gilt n, = £1.
Korollar: Wenn v eine regulire, periodische C'-Kurve mit |n.,| # 1 ist, so ist
7 nicht eingebettet (es gibt also mindestens einen Selbstschnitt).
Beweis des Umlaufsatzes: Der Beweis erfolgt in drei Schritten. Sei vy : R —
R? T-periodisch und nach Bogenlinge parametrisiert.
1. Wahl eines Referenzpunktes: Sei vy, bzw. v, die x- bzw. y-Koordinate von
7. Weil [0, T] kompakt ist, und v T-periodisch ist, gibt es ein t, € [0, T
mit

7=(to) = max{y(t) [t € R}.
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Die Menge {t € [0,7]|72(t) = v.(t;)} ist abgeschlossen, also kompakt
und nicht leer. Wir wéhlen t,, sodass
Ta(to) = max{7(t) [t € R}
W (to) = {2 (8) [ 72 (to) = 7=(8)}-

Die Gerade ¢ : t — ~(to) + t7(tp) ist dann parallel zur y-Achse und
tangential an . Wir nehmen

V(o) = ( ?)

an. Nach einer Translation im Definitionsbereich kann annehmen, dass
to = 0. Das Bild zeigt die aktuelle Situation.

A
y

(

b v(0)

2. Erweiterung von 9: Sei

A:{(il)‘ogtlthST}CRQ.
2

Die Menge A ist konvex/sternformig beziiglich jedes ihrer Punkte. Man
definiert nun
e: A— S'CR?
”::Ebg E 3” falls t1 <ty und (tl,tg) 7& (0, T)
(t1,t2) — () fallsty =ty =t
—4(0) falls (t1,t2) = (0, 7).
Diese Funktion ist stetig (Ubung, s. Bemerkung nach dem Beweis). Im
ersten Teil dieser Definition verwendet man, dass 7 eingebettet ist.
Nach dem Hebungslemma existiert eine stetige Abbildung

1/9\:A—>]R,

~

sodass e(t) = ( Z?E%g;; ) Die Einschrankung 9(t) = 5(15, t) von 9 auf

die Diagonale {(¢,1)||0 <t < T} liefert eine Funktion, die (11) erfiillt.
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3. Bestimmung der Umlaufzahl: Nach Definition von n. gilt

1 1 /7~ ~ -~ -~
ny = 5= () = 9(0)) = 5 (DT, 7) = (0, 7)) + (0, 7) = 9(0,0)))
Weil e entlang der Strecken zwischen (0,0) und (0,7'), bzw. zwischen
(0,7) und (7,T), immer in der Halbebene H; bzw in Hp liegt, sieht
man leicht

9(0,T) — 9(0,0) = 7

~ ~

T, T)—9(0,T) = .

Also folgt n, = +1. Der Fall n, = —1 tritt auf, wenn man mit 4(0) =

< _(1] ) beginnt.

e Bemerkung: In der Ubung wurde die Stetigkeit von e unter der Annahme,
v sei eine C?-Kurve, bewiesen. Dabei wurde direkt die Definition von Diffe-
renzierbarkeit benutzt. Um den Umlaufsatz dann auch fiir C'-Kurven zu be-
weisen argumentiert man, dass man periodische C*-Funktionen beziiglich der
C!'-Norm (nicht nur gleichmissig, also bzgl. C°-Norm) durch C?-Funktionen
approximieren kann. Wesentlich eleganter ist folgender Beweis, der auch C'-
Kurven behandelt:

Stetigkeit von e in (to,to): Es geniigt, Folgen (ty,,t2,) mit t1, < t2, zu
betrachten, die gegen (tg,to) konvergieren. Dann gilt

V(tam) = Y(tn)  Y(t2m) = (tin) H'V(t?,n) — Y(t1n)
17 (t2) — Yt ton = tin

Wir betrachten also den ersten Faktor

tQ,n - tl,n

—~(t
lim Y(ton) — v(t1n)

, 1 Ld
= lim —t - (7(751,71 + S<t2,n - th)) ds
1,n JO

n=—r00 2(/-2,71 - tl,n n—00 tQ,n - ds
1
= lim F (tin + S(tan —tin)) ds Kettenregel
1
= / lim 5 (1, + s(tan — 1)) ds glm. Stetigkeit von 4
0 n—oo

=Av%m=wm

Zur Vertauschung von Intgeration und Limes beachte man
1. Stetige Funktionen (wie etwa <) auf kompakten Intervallen (wie [0,77)
sind gleichméssig stetig (s. [Wal], S. 123.)
2. Die gleichmiéssige Stetigkeit von 4 impliziert, dass die Folge (1, +
s(tan — t1,)) auf [0, 7] gleichméssig konvergiert.
Man verwendet dann den Satz iiber gliedweise Integration ([Wal], S. 209) fiir
das Riemann-Integral. Alternativ kann man das Lebesgue-Integral und den Satz
iiber dominierte Konvergenz ([Wa2], S. 332, Satz 9.14) verwenden.
Die Stetigkeit in (0,7") kann man analog beweisen.
Diesen Weg hat iibrigens einem/er Threr Mitstudenten/innen gefunden.
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7. VORLESUNG AM 16.5.

Definition: Eine ebene Kurve v ist konwvex, falls es fiir jeden Punkt p auf ~
eine Gerade o, durch p gibt, sodass v ganz auf einer Seite der Geraden liegt.
Bemerkung: Wenn v eine regulire, konvexe Kurve ist, so gibt es fiir jedes p
genau eine Gerade o, (bis auf Orientierung) mit der obigen Eigenschaft. Wir
werden uns mit diesem Fall beschéftigen.

Definition: Sei 7 eine regulére ebene Kurve. Dann ist n(t) = J % das Nor-
malenfeld entlang ~. Jedem Zeitpunkt im Definitionsbereich wird ein Vektor
orthogonal zum Geschwindigkeitsvektor zugeordnet.

Bemerkung: Wenn v : I — R? konvex ist, so ist gilt fiir ¢, € I

(v(t) — v(to),n(to)) > 0 fiir alle t € I oder
(v(t) — ~(to), n(te)) < O fiir alle t € I.

Es ist a priori denkbar, dass fiir ty # ¢, € I verschiedene dieser Ungleichun-
gen gelten. Dann gibt es aber zwischen t, ¢, eine Zeit ¢ fiir die beide dieser
Ungleichungen gelten (Stetigkeit), also

{(v(t) = v(to),n(to)) = 0 fiir alle ¢t € 1.

Dann parametrisiert 7 ein Stiick der Tangente an v durch ~(¢().
Proposition (Charakterisierung konvexer Kurven): Sei 7 eine einfach
geschlossene (=eingebettete und periodische) Kurve 7 die nach Bogenlinge
parametrisiert ist und  ihre Kritmmung. 7 ist genau dann konvex, falls x(t) > 0
fiir alle t € R oder x(t) <0 fiir alle t € R.

Beispiel: Wenn man nicht annimmt, dass v eingebettet ist, so ist die Aussage
der Proposition falsch:

Beweis der Proposition: =>: Sei t; € R. Wir nehmen an (Konvexistét) ,
dass (y(t) —v(to),n(to)) > 0 fiir alle ¢ gilt. Die Tatsache, dass v eine C*-Kurve
ist liefert

i(to) (t —to)% +r(t)

Y(t) —(to) = Y(to)(t — to) +

wobei (ti(;))Q — 0 wenn t — ty. Dann folgt

0 < (v(t) —~(to), n(to))

=wmmw¢@nm»+(@ﬁa—m%mm>+v@mmm.

\ ) 2

-

=0

Dividiert man durch (¢ — #5)* > 0 fiir ¢t # t, und fiihrt den Grenziibergang
t — to durch, so folgt

0< (i), nlto)) = 3 (s(ta) J3(to), J(to)) = lto) /2
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(13)

<=: Wir nehmen an, dass x > 0 und + ist T-priodisch. Falls v nicht konvex
ist, gibt es ty € [0,T), sodass

F:R—R
t— (y(t) — y(to), n(to))

positive und negative Werte annimmt. Weil v periodisch ist, nimmt F' sein
Minimum und sein Maximum an. Also gibt es t,in, tmae € [0,7T), sodass

F(tmm) < 0= F(to) < F<tmax)

Insbesondere F(tmin) = F(tmaz) = 0 und keine zwei dieser Punkte liegen auf
der selben Geraden parallel zu 7(ty). Alle drei Tangentialvektoren

"Y(tmin)a ;Y(tmaz) ) ”.Y(tO)

sind also senkrecht auf n(tg), d.h. parallel zu 4(¢y). Mindestens zwei von ihnen,
A, ("), t < t" € [0,T), zeigen dariiberhinaus in die gleiche Richtung. Sei
nun ¥ : R — R eine stetige Funktion fiir die

o[ cos(V(t))

(1) = ( sin(9(1))
gilt (wir wissen, dass eine solche Funktion existiert). Auf keinem der Intervalle
zwischen den Zeiten t,in, tmas, to (und Tranlsaten um £27) kann 9 konstant
sein. Wegen 4(t") = A(t') gilt d(t") — I(t') = 2nk mit k € Z. Weil zudem
k > 0 folgt k£ > 0 aus (12) und ¥ ist monoton wachsend. Wegen (13) ist ¢ nicht

konstant auf [t',¢"] (und auch nicht auf der Vereinigung [0,¢'] U [t”,T]). Also
gilt £ > 1 und

IT) —9(0) > D(t") — I(¢) > 2.

Daraus folgt n, > 1. Dies widerspricht dem Umlaufsatz (erst hier verwendet
man, dass 7 eingebettet ist). Die Annahme, 7 sei nicht konvex, ist also falsch.
Bemerkung: Wenn ~v nicht eingebettet ist, so ist die Aussage des Satzes im
Allgemeinen falsch.

Definition: Sei v : I — R? eine ebene, nach Bogenlinge parametrisierte
C?-Kurve. t ist ein Scheitel von v, falls £ (ty) = 0.

Weil man jede regulidre C?-Kurve nach Bogenlinge parametrisieren kann, und
die umparametrisierte Kurve wieder zweimal stetig differenzierbar ist, wiirde
es in dieser Definition geniigen, requldr anstatt nach Bogenlinge parametrisiert
zu fordern.

Beispiel: Die Kurve v : R — R? mit y(t) = (acos(t), bsin(t)) parametrisiert
eine Ellipse. Diese Kurve ist einfach geschlossen, konvex, analytisch und hat
vier Scheitelpunkte.

Satz (Vierscheitelsatz): Sei v : R — R? eine einfach geschlossene, regulire
C?-Kurve mit Periode T. Dann hat v vier verschiedene Scheitel in [0, 7).

e Bemerkung: Der Beweis verwendet die folgenden beiden Hilfsaussagen.
e Lemma: Wenn eine einfach geschlossene, regulire und konvexe C2-Kurve

eine Gerade in mehr als zwei Punkten schneidet, so enthélt die Kurve ein Seg-
ment der Geraden.

Korollar des Lemmas: Sei 7 eine einfach geschlossene, konvexe C2-Kurve
und ¢ eine Gerade die in mehr als einem Punkt tangential an « ist. Dann liegt
ein ganzes Segment der Geraden auf ~.
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e Beweis des Vierscheitelsatzes: Wir nehmen an, dass kein Segment von -y
eine Strecke ist, denn jeder Punkt dieser Strecke ist ein Scheitelpunkt. Aus
dem gleichen Grund konnen wir annehmen, dass x auf keinem Intervall mit
nichtleerem Inneren konstant ist.

k ist eine stetige Funktion auf R die T-periodisch ist. Sie nimmt also ihr
Maximum und ihr Minimum an. Dies zeigt, dass x zwei kritische Punkte in
[0,7") hat. Wir nehmen nun an, dass s hochstens drei kritische Punkte 0 < ¢ <
t1 <ty in [0,T) hat. Dann ist & auf keinem der Intervalle [to, t1], [t1, ta], [t2, to +
27| konstant und #dndert sein Vorzeichen (k ist periodisch). Im Inneren der
Intervalle ist & # 0. Wir nehmen an, dass £ > 0 auf (¢g,%;) U (t1,t2) und £ < 0
auf (tq, 9 + 27).

Wir betrachten die Gerade ¢ durch ~(¢p) und (t2). Wenn v ganz auf einer
Seite von ¢ liegt, so ist ¢ in () und 7(¢2) tangential an . Nach dem Korollar
zum Lemma enthélt v dann ein Geradensegment. Weil + konvex und einge-
bettet ist, sowie weil v kein Segment einer Geraden enthélt (s. Hilfslemma und
Korollar), schneidet ¢ die Kurve «y in genau zwei Punkten v(71),v(72) und beide
Abschnitte von 7(R) liegen auf verschiedenen Seiten von c. Sei n. der Vektor
senkrecht zu ¢, welcher auf die Seite von ¢ zeigt, auf der £ > 0.

Dann gilt

0 </0 (F(E)(v(t) = v(11)), ne) dt k # 0 auf (to,t2) und Wahl von ¢

T
=(k(t)(7(t) = v(1)), nc>|0T — </ k() (t)dt, nc> Linearitét, partielle Integration
0

=0+ (n(T) — n(0), n.) Frenet Gleichung in R?
=0 Periodizitét

Dieser Widerspruch zeigt, dass die Annahme, x hat hoéchsten drei kritische
Punkte, falsch war.

e Bemerkung (Frenet Gleichung in R?): Wir haben die Frenet Gleichungen
in R? bewiesen. Der Beweis von

61(t) = li(t)eg(t)
és(t) = —k(t)e (t)

mit e;(t) = 4(t) und ey(t) = Jei(t) ist eine sehr einfache Ubung.

e Beispiel: Sei 0 < a < b. Dann parametrisiert v(t) = (acos(t),bsin(t)) eine
Ellipse (nicht nach Bogenlinge). x hat genau vier kritische Punkte (man kann
die Formel (10) auf S. 8 verwenden).

8. VORLESUNG AM 22.5.

e Wir haben im Beweis des Vierscheitelsatzes folgendes Lemma benutzt:

e Lemma: Wenn eine einfach geschlossene, regulire und konvexe C2-Kurve ~y
eine Gerade in mehr als zwei Punkten schneidet, so enthélt die Kurve ein Seg-
ment der Geraden.

e Beweis des Lemmas: Wir nehmen an, dass 7 : R — R? nach Bogenlinge
parametrisiert ist, 7" sei die Periode von . Sei ¢ eine Gerade, die v in minde-
stens drei Punkten schneidet. Nach einer Umparametrisierung (evtl. orientie-
rungsumkehrend), diirfen wir annehmen, dass (0) auf ¢ liegt und £ > 0. Sei
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¥ : R — R eine Losung von (11). Weil v konvex ist, ist ¢ monoton steigend
nach (12), und nach dem Umlaufsatz ist ¥ : [0,T] — [, Jo + 27].

7 schneidet ¢ in den Punkten 7(0),v(t1),v(t2) mit 0 < ¢; < t5 < T. Durch
Betrachtung von Parallelen zu ¢ erhalten wir drei Zeiten 7 € [0,1], 70 €
[t1,ta], 73 € [t2, L], sodass §(7;),i = 1,2,3, parallel zu ¢ ist. Wenn ~ nicht
ein Stiick einer Geraden parallel zu ¢ parametrisiert (mit beiden Endpunkten
aus {7(0),v(t1),7v(t2)}), konnen wir annehmen, dass die Zeiten 7; im Inneren
des entsprechenden Intervalls liegen.

Sei nun ¥, % + 7 € [Jg, Vo + 27], sodass

A(7;) = £(cos(¥h), sin(dh)) fir i = 1,2, 3.

1. Falls ¥y > ¥y, so nimmt die Einschrankung von ¢ auf [0,T] in 7y, 79, 73
einen der Werte 91,v; + 7 an, einer der Werte wird also zweimal ange-
nommen,also in 7; < 75, mit {7, 7} C {1,2,3}. Wegen der Monotonie ist
¥ auf dem Intervall [7;, 7;] konstant. Die Einschrankung von ~ auf dieses
Intevall parametrisiert also eine Gerade. Weil zwischen je zwei der Zeiten
7; eine der Zeiten t; oder t5 liegt, enthélt dieses Geradenstiick einen der
Punkte (1), v(t2). Also enthélt v ein Segment der Geraden c.

2. Falls 99 = 97 = 9(m), so kann es passieren, dass J(72) = ¥ + 7 und
Y(13) = Yo + 2. Dann funktioniert das Argument aus dem ersten Fall
geht nicht. Aber dann ist ¥ auf [0, 7] konstant, 77 # 0, und v enthilt
wieder ein Segment einer Geraden parallel zu ¢ (weil das Segment von ~
und die Gerade den Punkt 7(¢;)) enthalten.

Beweis des Korollars: v liegt ganz auf einer Seite der Geraden. Betrachtet
man eine ausreichend kleine Parallelverschiebung der Geraden auf diese Seite,
so erhilt man eine Gerade die v in drei Punkten schneidet (fiir jeden Tangen-
tialpunkt mindestens zwei, auf jeder Seite einer Normalen durch den Punkt
an dem die Gerade tangential ist). Wir haben das Lemma gezeigt, aber nicht,
dass ein Abschnitt von ¢ selbst auf ~ liegt. Das stimmt auch, wird aber nicht
bendtigt.

Bemerkung: Der Beweis dieses Lemmas ist um einiges lénger als man viel-
leicht erwartet. Die Hypothesen sind auch um einiges stédrker als notig. Man
konnte den Beweis mit dem Kurvensatz von Jordan (den wir in seiner ganzen
Allgemeinheit nicht beweisen werden und kénnen) erheblich abkiirzen.

Satz (Kurvensatz von Jordan): Sei v : R — R? eine einfach geschlossene,
stetige Kurve. Dann hat R? \ (7(R)) genau zwei Wegzusammenhangskompo-
nenten. eine dieser beiden Komponenten ist beschrankt.

Bemerkungen:

1. Kurven wie in diesem Satz heilen auch Jordankurven.

2. Camille Jordan, nach dem dieser Satz benannt ist, hat 1887 einen um-
strittenen Beweis gegeben, s. aber [Ha]. Der erste anerkannte Beweis
stammt von Oswald Veblen (ca. 1905).

Satz von Schoenflies: Die beschrinkte Komponente aus dem Kurvensatz von
Jordan ist das Innere einer engebetteten Scheibe D. Fiir den Rand der Schiebe
gilt 0D = v(R) gilt.

Bemerkung: Damit endet der Teil der Vorlesung, in dem Kurven eigenstéingid
und nicht nur als Hilfsmittel betrachtet werden. Man konnte noch einiges disku-
tieren: isoperimetrische Ungleichung, Satz von Fenchel, Satz von Fary-Milnor,
Crofton Formel, etc.
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9. VORLESUNG AM 23.5.

e Literatur: Abschnitt 2.2. von [dCa]

e Definition: Sei S C R? eine Teilmenge. S ist eine regulire Fliche, wenn fiir
alle p € S eine offene Umgebung V' € R3 von p existiert mit einer offenen
Teilmenge U C R? und

p:U—VnNS

win Abbildung, sodass folgendes gilt:
1. ¢ ist glatt,
2. @ ist ein ein Homoéomorphismus und
3. D,y (eine lineare Abbildung R? — R?) ist an jedem Punkt injektiv.
Die Abbildung ¢(u,v) = (z(u,v), y(u,v), z(u,v)) ist eine Parametrisierung/ein
lokales Koordinatensystem; V N .S ist eine Koordinatenumgebung von p. Insbe-
sondere ist ) C R? eine regulire Fliche.
e Bemerkung: Es wird nicht gefordert, dass die Umkehrabbildung von ¢ glatt
ist (was auch immer das heiflen soll).
e Beispiel 0: S =R? x {0} C R? x R =R? Man kann V =R3 U = R? und

¢ :R*=U — R*N (R? x {0})
(u,v) — (u,v,0)

wahlen. Die Jacobimatrix von ¢ hat {iberall Rang 2, ist also injektiv.
e Lemma: Sei U C R? offen und f : U — R glatt. Der Graph

Ty = {(u,v, f(u,v))] (u,v) € U} CR?
ist eine reguldre Fliche. Man withlt V = U x R C R?, und
0:R®=U —V=UxRCR?
(u,v) — (u,v, f(u,v))
Dann ist

1 0

D(uﬂ,)gO = 0 1

g—z(u,v) %(u,v)
Diese Matrix hat Rang zwei, représentiert also eine injektive Abbildung. Die
Umkehrabbildung von ¢ ist

e 1:SNUxR) —U
(u7 UJ f(u7 U)) 'H (u7 U)'
Sie ist insbesondere stetig.
e Beispiel 1: S = 5% = {(z,y,2) € R*|2? + y* + 2> — 1 = 0}. Eine Koordi-

natenumgebung von (0,0,1)T = p ist gegeben durch V = {z > 0},U = D? =
{(u,v) € R? |u? + v? < 1} und die glatte Abbildung

0:U=D?—{z>0}nS?
(u,v) — (u,v,x/l—uQ—UQ).

SNV ist also der Graph einer glatten Funktion. Koordinatenumgebungen um
andere Punkte ¢ = A-p € S? mit A € O(3) erhélt man durch Betrachtung von
Vo=A-V,U,=U,p,=po A"
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e Definition: Sei U C R” offen und f : U — R™ stetig differenzierbar. p € U

ist ein kritischer Punkt von f wenn df, nicht surjektiv ist. In diesem Fall ist
f(p) ein kritischer Wert. Ein Punkt p ist reguldr wenn p nicht kritsch ist und
q € R™ ist ein regulirer Wert wenn kein Element des Urbildes f~!(q) kritisch
ist.

Insbesondere ist ¢ ein regulirer Wert wenn f~1(q) = 0.
Satz (Satz vom reguliren Wert): Sei V C R3 offen, f : V C R® — R
glatt und a € R ein regulirer Wert. Dann ist f~!(a) C V C R? eine reguliire
Fléche.
Beweis: Sei p € f7!(a). Die Koordinaten auf dem Urbildbereich von f be-
zeichnen wir mit (x,y, z). Weil D, f surjektiv ist, ist V f(p) # 0. Nach einer
Umbennenung der Achsen darf man %(p) # 0 annehmen. Man definiert

F:U—R?
(xvyaz) — ('ray7f(xvy7 Z))
Die Jacobimatrix von F'in p ist

1 0 0
D,F = 0 1 0
9:f(p) Oyf(p) 0.f(p)

Diese Matrix ist invertierbar. Nach dem Umkehrsatz gibt es eine offene Um-
gebung U’ von F(p) und eine glatte Abbildung G : U’ — G(U') = V' C V
auf eine offene Umgebung G(U’) = V' von p, sodass F o G = idys C R? and
G o F =idy. Die Koordinaten auf R? als Zielbereich von F' bezeichnen wir mit
u, v, w. Nach Definition von F' gilt

Gz(u,v,w) =u Gy(u,v,w) =u G.(u,v,w) = g(u,v,w).

Hier bezeichnet G, die z-Komponente von G etc. Wir withlen U” C R? offen,
so dass p € U” x {a} C U’ und setzen V" = G(U" x (a —e,a +¢)) fiir e > 0
so klein, dass U” x (a —e,a+¢) C U'.

Dann ist V" NS dass Bild von

o, U — (V"N S)
(u,v) — (u,v, g(u,v,a)).

Diese Abbildung ist glatt, hat vollen Rang und ihre Umkehrung ist die Kom-
position der Einschriankung von F auf VNS und der Projektion auf die ersten
beiden Koordinaten.

Beispiel: Der einzige kritische Wert von f : R® — R mit f(z,y,2) = 2% +
y?+ 2% ist 0, die Sphire mit Radius 1 ist f~1(1) ist eine reguliire Fliche. Whlt
man

g:R*—R
(l’,y, Z) — (f(xnyv Z) - 1)27

so ist jeder Punkt von g~'(0) kritisch, trotzdem ist g='(0) = f~!(1) eine re-
guldre Flache.

Beispiel: f: R? — R, f(z,y,2) = 22 + y*> — 2%. Der einzige kritische Punkt
von f ist (0,0,0), der einzige kritische Wert ist 0.
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— f7(0) ist ein Doppelkegel und keine regulire Fliche (s. unten), ent-
fernt man den Punkt (0,0,0) so erhélt man die regulire Fliche f~1(0) \
{(0,0,0)}.

— Y1) bzw. f~(—1) sind reguliire Flichen, man nennt sie einschaliges
bzw. zweischaliges Hyperboloid.

e Tatsache: Der Doppelkegel ist keine reguldare Fléche.
e Der Beweis ist ein Widerspruchsbeweis: Wir nehmen an, dass es eine lokale
Parametrisierung ¢ von f~1(0) um ¢ = (0,0, 0) gibt. Man zeigt dann:

— Nach dem Zwischenwertsatz gibt es keinen stetigen Weg in f~1(0) \
{(0,0,0)} der Punkte in {z < 0} mit Punkten in {z > 0} verbindet.
(Die analoge Aussage gilt fiir das zweischalige Hyperboloid f~1(—1).)

— Im Doppelkegel kénnen je zwei Punkte durch stetige Wege verbunden
werden.

— In reguldren Flachen kann Wege, deren Endpunkte von ¢ verschieden
sind, immer so abédndern, dass die modifizierten Wege ¢ nicht treffen ohne
dabei die Endpunkte der Wege zu verdndern. Fiir diese Konstruktion
verwendet man die lokale Parametrisierung .

10. VORLESUNG AM 29.5.

e Literatur: Abschnitte 2.2. (Ende) und 2.3. von [dCal]

e Tatsache (reguldre Flichen h#ufen sich nicht auf sich selber): Sei S
eine reguldre Fliche, p € S und ¢(U’) > p das Bild einer injektiven, glatten
Abbildung ¢ : U’ — S mit Rang 2 die auf einer offenen Teilmenge von R?
definiert ist so dass p € ¥(U’). Dann ist p kein Haufungspunkt von S\ ¢(U").
Es gibt also eine Umgebung von p in R3, die S\ 1(U’) nicht trifft.

e Beweis: Sei ¢ : U — (VN S) eine Parametrisierung von S um p mit U C R?
offen. Durch eine Verkleinerung von U’ kann man erreichen, dass ¥(U’) C ¢(U).
Wenn eine Folge x,, von Punkten in S\ ¥)(U’) gegen p konvergiert, so liegen fast
alle(= alle bis auf endlich viele) Folgenglieder in der Umgebung V' von S, also im
Bild von ¢. Dann ist ¢! (1(U")) eine offene Teilmenge von U C R? die p~!(p)
enthélt und weil ¢ ein Homéomorphismus ist (also eine stetige Umkehrung
hat), konvergiert o ~!(z,) gegen ¢ !(p) in U. Das geht aber nicht, weil kein
Punkt der Folge ¢~ !(z,) in der Umgebung ¢! (¢(U’)) von ¢ (p) liegt.

e Anmerkung: Diese Tatsache wir oft implizit verwendet wenn man die Grofie
einer Umgebung eines Punktes p € S in R? so verkleinert, dass sie nur noch
bestimmte ( in der Regel endlich viele) zusammenhéngende Stiicke enthélt.

e Satz (glatte Koordinatenwechsel auf reguliren Flichen): Seien S eine
reguldre Flache, p € S und ¢; : U; — (SNV;),i = 1,2, regulére Parametrisie-
rungen um p. Dann ist

w3 0 @1 o1 (01(U1) Npa(Us)) — @5 (o1 (Ur) Mo (Ua))

ein Diffeomorphismus.

e Beweis: (, 'oyp ist ein Homoéomorphismus weil diese Abbildung aus Homémor-
phismen zusammengesetzt ist. Weil ¢y kein (lokaler) Diffeomorphismus ist,
kann man nicht analog folgern, dass 5 o ¢

Um zu zeigen, dass ¢, ' o, differenzierbar ist, verwendet man den Umkehrs-
atz und erweitert @o. Sei ¢ = (u1,v1) € 0] (¢1(U1) Npa(Us)) beliebig und ¢o =
(U, v2) = 5" 0 @1(q1). Wir verwenden die Notation ¢; = (x4, y;, 2),1 = 1,2.
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(15)

Nach einer Umbennenung von Achsen darf man annehmen, dass

d g—ﬁ(u%w) %(uz,vz) 0
et @(u Vg) @(u vg) a
Dus 2, U2 s 2, U2

auf einer Umgebung von ¢,. Man definiert
F:UyxR—R?
((ug,v2),t) > (z2(u2, v2), Y2(uz2, v2), 22(uz, v2) +1).

Dann ist DF'(gz) invertierbar, also ist F' ein lokaler Diffeomorphismus bei gs.
Also gibt es eine Umgebung W von s(go) in R3, sodass £~ auf W definiert
und glatt ist. Weil ¢, stetig ist, gibt es eine Umgebung N von ¢; die von ¢,
nach W abgebildet wird. Dann gilt

prlopr=F| lyop=Flop,

auf N. Insbesondere ist ¢, ' o ¢ glatt um ¢, und q; € @7 (01(U1) N o(Us))
war beliebig.

Um zu zeigen, dass die Umkehrung (5, 0 ¢1)7! = ;! 0 ¢y glatt ist muss
man nur die Rollen von ¢, 2 oben vertauschen.
Definition: Sei S C R3 eine regulire Fliche, W C R? offen und f : (WNS) —
R stetig. Dann ist f glatt, wenn es fiir jeden Punkt p € W N S ein lokales
Koordinatensystem ¢ : U N (V N S) um p gibt, so dass f o ¢ glatt ist.

Analog definiert man Begriffe wie differenzierbar, stetig differenzierbar, C*.
Bemerkung: Wenn ¢4, @2 zwei lokale Koordinatensysteme um p sind, so gilt

fows=Ffopio(er o).

Weil (7! 0 py) eine Diffeomorphismus ist, ist f o, genau dann glatt auf einer
Umgebung von ¢ *(p), wenn f o ¢, auf einer Umgebung von ¢, *(p) glatt ist.
Bemerkung: Wir haben in der Definition von reguléren Flachen verlangt, dass
die lokalen Paramterisierung glatt sind. Daher kann man auf reguldren Fléchen
den Begriff analytisch nicht auf die gleiche Weise definieren, wie glatt. Hatten
wir analytische Fldchen definiert, d.h. verlangt, dass lokale Paramterisierun-
gen analytisch sind, so konnte man auch analytische Funktionen auf S analog
definieren.

In dieser Vorlesung haben wir aber keine echte Verwendung fiir den Begriff
der analytischen Fldche/analytischen Funktion.
Anmerkung: Wenn S C R? eine reguldre Fliche ist und W C R? offen, so ist
W NS auch eine regulére Fléche.
Beispiel: Sei ¢ : U — (VN 5) eine lokale Parametrisierung einer reguléren
Flachen. Dann sind die Koordinatenfunktionen u und v, d.h.

p — u-Koordinate von ¢~ *(p)

ist glatt auf (U). Um zu zeigen, dass u auf ¢(U) glatt ist verwendet man die
Parametrisierung ¢.

Beispiel: Falls f : W — R glatt auf einer offenen Menge von W C R3 ist, so
ist die Einschrankung von f auf W NS fiir jede regulére Fliche S glatt auf S.
Zum Beispiel ist die Hohenfunktion

h:58* —R
(#,y,2) — 2
glatt auf S2.
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e Definition: Seien S;, S, C R3 regulire Flichen und f : §; — S,. Dann ist
[ differenzierbar, falls es fiir alle p € S; lokale Parametrisierungen ¢ : U —
(VNS)) umpund ¢ : U — (V' N Sy) um f(p) gibt, so dass 1)1 o f oy glatt
ist.

Falls f ein HomGomorphismus mit differenzierbarer Umkehrung ist, so ist f
ein Diffeomorphismus.

e Bemerkung: In den Ubungen werden Sie zeigen, dass die obige Definition von
glatten Abbildungen zwischen reguldaren Fliachen zur folgenden dquivalent ist.

e Alternativdefinition: Sei f : § — S’ eine stetige Abbildung zwischen re-
guldren Flachen. Dann ist f glatt, falls fiir alle p € S eine lokale Parametri-
sierung ¢ : U — (V' NS) von S um p und ¢ : U' — (V' N S’) eine lokale
Parametrisierung von S” um f(p), sodass

vl ofoyp
glatt ist.

e Definition: Sei S C R? eine reguliire Fliche. Dann ist die Diffeomorphismen-
gruppe Diff(S) von S

Diff(S) = {f : S — S| f ist ein Diffeomorphismus}.

11. VORLESUNG AM 5.6.

e Literatur: Abschnitt 2.3. von [dCa]

e Bemerkung: Es ist nicht einfach, allgemeine Aussagen iiber Diff(.S) fiir eine
reguliire Fliache S C R? zu beweisen. In den Ubungen werden Sie aber beweise,
dass fiir eine wegzusammenhéngende Fléche S und Punkte p;, ¢;,t =1,...n, so
dass die p; ebenso wie die Punkte ¢; paarweise verschieden sind ein f € Diff(.S)
existiert, so dass f(p;) = ¢;- Man sagt, dass Diff(S) auf S fiir alle n-transitiv
operiert.

Man kann dies mit den holomorphen Automorpismen Aut(C) bzw. Aut(E)
von C bzw. der Einheitskreisscheibe E. Aut(C) operiert 2-fach transitiv, aber
nicht 3-fach transitiv. Aut(E) operiert 3-fach transitiv, aber nicht 4-fach tran-
sitiv (s. [Re], S. 211ff).

Die Diffeomorphismengruppe soll man sich als unendlich dimensionale Grup-
pe denken (nicht wie etwa SO(n),SU(n), PSL(2,C)).

e Bei speziellen Flachen sind gewisse Symmetrien offensichtlich.

e Beispiel (Rotationsflichen): Sei I ein offenes Intervall,

v:I—{(&v) ER*[E >0}

eine glatte, regulire Kurve, sodass fiir alle ¢ eine Umgebung U; C R? von ~(t)
und £ > 0 mit Uy Ny((t — &,t + ¢)) existieren. Insbesondere ist «y injektiv. Wir
schreiben v = (f, g). Dann ist

S={(x,y,2) € R3|es gibt s € I so dass 2° + y? = (f(s))Q,z =g(s)}

eine regulire Fliche in R3.
Die Einschringkung von Rotationen des R? auf die z-Achse zum den Winkel
a liefert Diffeomorphismen

Po: S — S
(x,y,z) — (cos(a)z — sin(a)y, sin(a)x + cos(a)y, 2)

von S.



e Wir kehren kurz zuriick zur Definition regulérer Flichen und Kriterien an denen
man regulidre Flichen erkennt (z.B. Satz vom regldren Wert).

e Terminologie: Eine lokale Parametrisierung ¢ : U — (V' N.S) parametrisiert
ein Stiick einer reguléren Flache S. Manchmal kann man eine Flidche auch mit
einem Koordinatensystem iiberdecken. Die Wahl eines solchen Koordinatensy-
stems ist dann eine parametrisierte Fléache.

e Definition: Eine parametrisierte Fliche ist eine glatte Abbildung f : U — R3
einer offenen Teilmenge U C R?, sodass D f an jedem Punkt injektiv ist.

e Beispiel: Sei v : I — R? eine glatte, regulire, parametrisierte Kurve. Dann
ist

0: I xR — R3
(t,5) — (1) + 59(t)

eine glatte Abbildung, aber parametrisiert im Allgemeinen keine Fliche. Zum
Beispiel hat ¢ immer nur Rang 1 entlang von I x {0}. Wenn v eine Frenet-
kurve ist, dann ist ¢|{s0) eine parameterisierte Fliche (aber im Allgemeinen
parametrisiert ¢ keine regulire Flidche).

e Bemerkung: Es ist im Allgemeinen schwierig, zu priifen ob eine Abbildung
wie diejenige aus dem letzten Beispiel injektiv ist (oder effektive Bedingunen
angeben die das sicherstellen). Nur dann koénnte ¢({s # 0}) eine reguldre
Fldache sein. Immerhin stellt die folgende Proposition eine Beziehung zu re-
guldren Flachen her.

e Proposition: Angenommen f : U — R? ist eine parametrisierte Fliche.
Dann gibt es fiir alle ¢ € U eine offene Umgebung U’ C U C R? sodass f|y die
reguldre Fliache f(U’) parametrisiert.

e Beweis: Man verwendet den selben Trick wie im Beweis der Tatsache, dass
Koordinatenwechsel glatt sind: Sei ¢ € U. Weil D f injektiv ist, darf man nach
einer Umbennenung der Achsen annehmen, dass

(#0 %0) 4
det 0
Pulg) %0)
wobei f = (fs, fy, f-). Dann ist
F:UxR—R°
((,0),8) — (fal,0), .0, S 0) + 1)

ein lokaler Diffemorphismus um (g, 0). Also gibt es eine Umgebung U’ von (g, 0)
so dass F|ys ein Diffeomorphismus ist. Auflerdem gilt F'|,—o = f. Dann ist

f:UNn{t=0 —UNfU x{t=0}
(u,v) — F(u,v,0) = f(u,v)

eine lokale Parametrisierung um f(q), die zeigt, dass f(U’) eine reguldre Fléche
ist.

e Bemerkung: Sei ¢ : U — (VN S). Wenn man diese Parametriesierung auf
eine Teilmenge U’ C U einschrankt, so wiirde man gerne argumentieren, dass
¢ = p|yr auch eine lokale Paramrtrisierung von S ist. Dazu mufls man eine
offene Teilmenge V' C V finden, so dass

o =¢lp: U — SNV
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Dies wird vom vorangehenden Beweis geleistet: Fiir jeden Punkt w € U’ erhélt
man lokale Parametrisierungen ¢, : U'(u) — V'(u) N S. Man definiert

V, = Uu/V’(u).

Dann ist ¢ surjektiv nach Wahl von V', injektiv, stetig, glatt, D¢’ ist injektiv
als Einschrinkung. Die Einschrinkung der Umkehrung auf V'(u) NS ist ¢,
also stetig.

Lemma (regulire Flichen als lokale Graphen): Sei S C R? eine reguliire
Flache und p € S. Dann gibt es eine Umgebung W von p in S, sodass W =
f(Uy) der Graph einer glatten Funktion f : U; — R ist, wobei U eine offene
Teilmenge der zy-Ebene, der yz-Ebene oder der zz-Ebene ist.

Beweis: Sei ¢ : U C R? — V N S ein Koordinatensystem um p. Die Matrix

Oz(u,w)  Oz(u,v)
8y§jﬂ}) ay?&)ﬂ})
82(11;,11) 8z?17,v)
ou ov
hat Rang 2. Wir nehmen an, dass
Ox(u,v)  Oz(u,v) ' .
det ( 8y?3,v) dy 11;,11) ) 7£ 0 in ¥ (p)

ou ov

Wir definieren die Projektion pr, : R® — R? durch pr,(z,y, z) = (z,y). Nach
dem Umkehrsatz ist pr, o ¢ ein lokaler Diffeomorphismus h einer Umgebung
von ¢~ !(p) auf eine Umgebung U; von pr,(p).

Dann ist ¢ o h™! : U; — R3 glatt, es gilt

pr. o po b~ (u,v) = (o).

Die Einschréinkung von pr, auf p(h~'(U;)) ist also injektiv. Daher gibt es eine
glatte (weil p o h™! glatt ist) Funktion f: U; — R, sodass

poh™t(u' W) = (v, f(u, V) €V'NS.
Hier ist V” eine offenen Umgebung von ¢(p), mit der Eigenschaft, dass o(h~1(1})) =
V'nS, s.o.

Also ist SN V' Npr;!(V;) der Graph von f.
Beispiel: Dies zeigt, dass der Kegel

S = {(:c,y,z) ER3 |z = \/x2+y2}

keine reguldre Flache ist. Es geniigt nicht, einfach zu sagen, dass die erste Para-
metrisierung um (0, 0, 0) die einem einfallt, ndmlich (x, y, 2) — (z,y, /22 + y?),
nicht glatt ist. Man braucht das letzte Lemma.

12. VORLESUNG AM 6.6.

e Literatur: Abschnitte 2.4. von [dCal]

e Bemerkung: Wir haben die Definition glatter Abbildungen auf reguléren
Flédchen diskutiert und wollen nun wichtige Begriffe aus der Analysis mehrerer
Veranderlicher auf unsere Situation verallgemeinern. Der folgende Begriff ist
dabei zentral!



e Definition: Sei S C R? eine regulire Fliche und p in S. Der Tangentialraum
von S in p ist
TpS = D(.,Osp—l(p) (RQ),

wobei ¢ : U — (V' N S) eine Parametrisierung von S mit p € ¢(U) ist.
Elemente des Tangentialraums 7,5 sind Tangentialvektoren.
e Bemerkung: Nach dem Satz iiber Koordinatentransformationen ist der Tan-
gentialraum von S in p unabhéingig von der Wahl der Parametrisierung, denn
seien

o1: U0 — (V1NS)
wo: Uy — (V4N S)
zwei lokale Parameterisierungen um p, so gilt
D1 (R?) = D(pa 093" 0 1) (R?)
= Dya(D(p3 " 0 91)(R?))
= Dy (R?)

weil D(p," 0 1) ein Isomorphismus ist. Das folgende Lemma liefert eine alter-
native Beschreibung von Tangentialvektoren.

e Lemma: Fiir jeden Tangentialvektor v € T,S gibt es eine glatte Kurve v :
(—e,e) — S mit € > 0 und 7(0) = p, sodass ¥(0) = v.

Umgekehrt ist fiir jede differenzierbare Kurve 7 : (—¢,¢) — S mit v(0) = p
die Ableitung 4(0) ein Element von T,S5.

Man sagt, dass der Weg v mit 4(0) = v € T,S den Tangentialvektor v
represdintiert. Wir schreiben [y] = v, zwei Wege sind hier dquivalent falls sie
den selben Tangentialvektor represéntieren.

e Beweis: Sei ¢ : U — V N S eine lokale Parametrisierung um p € S und
Dy(X) € T,S mit X € R? ein Tangentialvektor. Weil U offen ist gibt es € > 0,
sodass ¢ !(p) +tX € U fiir alle —¢ < t < e. Dann ist y(t) = p(p ! (p) + tX)
eine Kurve die Dp(X) represéntiert.

Sei nun 7 : (—&,e) — S glatt. Man wéahlt wieder eine lokale Parametrisie-
rung ¢ : U — (V' N S) um p. Weil 7 stetig ist existiert 0 < ¢’ < e, sodass

v((—¢,€")) Cc (VNS).

Dann ist ¢! o7 glatt (hier erinnert man sich an den Beweis vom Satz iiber
glatte Koordinatenwechsel und wie ¢! = F~1 als glatte Abbildung aufzufassen
ist) und es gilt nach der Kettenregel

d
Dpy12(0)) (E

¢ o2(0)) =4(0)

671@

e Definition: Sei f : S — 5’ eine glatte Abbildung. Das Differential df, von f
bei p ist
Dfp : TpS — Tf(p)S/

t=0

v —

o (foy)(t), wobei v ein Weg ist, der v représentiert.

t=0

e Notation: Héufig schreibt man anstelle von df, auch Df, oder f.,.
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e Proposition: Seien S,S’ reguldre Flichen und f : S — S’ sei glatt. Sei
v € 1,5 und v,y Kurven die v représentieren. Dann gilt

H, o= e

und D f, : 1,8 — TS’ ist eine hneare Abbildung.
e Beweis: Man wihlt lokale Parametrisierungen ¢ : U — (SN V) um p und
YU — (S"NV’) um f(p). Man schreibt

foy=1wo@ ofop)o(p o).

Wir haben schon gezeigt, dass ¢! ersetzt werden kann durch eine differenzier-
bare Abbildung G, die auf einer Umgebung V; von 7(0) = p in R?® definiert ist
und SNV; auf eine Teilmenge von R? x {0} C R? abbildet. Analog interpretiert
man G~

Dann kann man die Kettenregel auf (16) anwenden (die Abbildungen sind
so geklammert, dass man die Komposition von drei Abbildungen betrachtet,
welche auf offenen Teilmengen von R oder R? definiert sind). Man erhélt

d

= (Jen®) = Dy 0 D (7" 0 fop) i,y © DGy(1(0)).
t=0

Die rechte Seite héngt nur noch von v ab und D f, ist die Komposition linearer
Abbildungen.

e Zusammenfassung: Fiir alle p ist 7,5 ein Vektorraum und ein Unterraum von
R®. Obwohl also in der Definition von 7,5 eine lokale Parametrisierung gewéhlt
wird ist der Tangentialraum selbst, zusammen mit seiner Vektorraumstruktur,
unabhingig von der Wahl einer Parametrisierung (weil Dy : R? — R3 linear
ist). Das Differential D f, einer reguléren Abbildung ist eine lineare Abbildung
Df, : T,S — Ty S'.

e Satz (Kettenregel): Seien S, S’ sowie S” reguldre Flichen in R® und f :
S — S sowie g : " — S” glatt. Dann gilt fir p € S

D(go f)p = Dgspy o Dfp

e Beweis: Man betrachtet einen Weg ~, der v représentiert und bemerkt, dass
f o~ den Tangentialvektor df,(v) € T,,S’ représentiert.

e Bemerkung: Fiir eine lokale Parametrisierung ¢ : U — (SNV') um p erhilt
man aus der Standardbasis von R? die Basis

(9g0 1
CELL)
830 0
Xy = ER = dpy-1(p) <( 1 >)

von T,S. Hier sind u, v die kartesischen Koordinaten auf U C R?.
Sei nun f : S — S’ glatt und ¢ : U — (S’ N V') eine Parametrisierung
von S’ um f ( ) Die darstellende Matrix von df,, beziiglich der Basen g—‘P, gf
von 1,5 und 2 5 N a Y von T,S" ist die Jacoblmatnx von ¢~ o f oy bei p~!(p).
3 Belsplel Wie betrachten 52 {2 +9y*+ 22 =1} CR® und p = (0,0,1). Sei

f 8% — 52 die Rotation um die z-Achse mit Winkel «, d.h.

f(z,y,2) = (cos(a)x — sin(a)y, sin(a)z + cos(a)y, z).
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Diese Abbildung ist glatt (als Einschrinkung einer glatten Abbildung, die auf
ganz R3 definiert ist) und p ist ein Fixpunkt von f, d.h. f(p) = p. Wir wollen die
darstellende Matrix von D f, beziiglich der Koordinaten ¢ = 1 mit p(u,v) =
(w,v, Vu? + v?) (mit U = {u? +v? < 1} und V = {z > 0}). Dann gilt X, =
(1,0,0)T und X, = (0,1,0)T. Dp, ist eine Rotation um den Winkel «.
Definition: Sei f : S — S’ eine glatte Abbildung zwischen regulidren Fldchen
und p € S. f ist ein lokaler Diffeomorphismus bei p wenn es eine Umgebung
Vi von f(p) in §’, eine Umgebung V5 von p in S sowie einen Diffeomorphismus
g: Vi — Vs gibt, sodass fog=idy, und go fly, = idy,.
Satz: f : S — 5 ist ein lokaler Diffeomorphismus genau dann, wenn df,
bijektiv ist.

Der Beweis folgt direkt aus dem Umkehrsatz mit Hilfe von lokalen Parame-
trisierungen ¢, ¥ um p, f(p).
Definition: Sei f : S — 5’ eine glatte Abbildung. p € S ist ein kritischer
Punkt von f wenn df, nicht surjektiv ist, ansonsten ist p ein requldrer Punkt.
Wenn f~1(p’) einen kritischen Punkt enthilt, so ist p’ ein kritischer Wert von
f, ansonsten ist p’ ein reguldarer Wert.
Definition: Sei f : S — R eine glatte Abbildung. Das Differential df, von f
bei p ist
df, - 1,5 — R

o— % (f o)(t), wobei v ein Weg ist, der v représentiert.
t=0
Wie oben zeigt man, dass df, eine wohldefinierte lineare Abbildung ist.
Definition: p € S ist kritischer Punkt einer glatten Abbildung f : S — R,
falls df, = 0, ansonsten ist der Punkt reguldr.
Regulire /kritsche Werte definiert man wie immer.

Bemerkung: Das Differential einer Funktion f : S — R liefert eine Zuordung
p — df, die jedem Punkt p ein Element des Dualraums 7;7.S des Tangential-
raums zuordnet.
Beispiel: Wir betrachen die Héhenfunktion auf S? wie in (15) auf S. 22. Re-
prisentiere v : (—¢,e) — S? einen Tangentialvektor [y] € T )S?. Dann gilt

W)= 5| 100

g, G007

= 4.(0)
Definition: Seien S, S’ C R? reguldre Flichen und p € SNS’ ein Schnittpunkt.
Der Winkel zwischen S,S" in p ist der Winkel zwischen 7,5 und 7,5 und liegt
in [0, 7/2].
S berihrt S in p, wenn T,S = T,5".
Bemerkung: Wir werden noch sehen, was eine orientierte Fliche ist. Dann

kann man als Schnittwinkel den Winkel zwischen den orientierten Tangenti-
alraumen wéhlen. Dieser verfeinerte Schnittwinkel liegt dann in [0, 7.

13. VORLESUNG AM 12.6.
Literatur: Abschnitt 2.6 in [dCa).
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Erinnerung: Sei V' ein R-Vektorraum der Dimension n < oo und seien v =
(v1, ..., 0n),w = (wy,...,w,) zwel geordnete Basen. v und w reprisentieren
die gleiche Orientierung, v ~ w, wenn die lineare Abbildung F' : V — V,
die durch F(v;) = w; festgelegt wird, positive Determinante hat. Dies definiert
eine Aquivalenzrelation auf der Menge B der geordneten Basen von V und B
zerfillt in genau zwei Aquivalenzklassen.

Falls n # 0, so ist eine Orientierung von V ist die Wahl einer solchen Aqui-
valenzklasse. Wenn n = 0, so ist eine Orientierung von V' = {0} die Wahl einer
der Zahlen +1.

Beispiel: Sei (vq,...,v,) € B eine Basis von V' mit n > 1. Dann représentie-
ren (vy,...,v,) und (—vq, vg,. .., v,) verschiedene Orientierungen von V. Mehr
dazu steht zum Beispiel in Kapitel 3.4. von [Fi].
Definition: Eine reguliire Fliche S C R3 ist orientierbar, wenn es eine Familie
(i : Uy — (S NV;))ier von lokalen Parametrisierungen von S gibt, sodass

L. Ujerpi(U;) = S, d.h. die Familie iiberdeckt S und

2. fiir alle 7, j € I hat die Determinante der Jacobimatrix von

it o w05 (i(Ui) N (Uy)) — @7 HeiUs) N (U;)
iiberall positives Vorzeichen.

Eine Orientierung von S ist die Wahl einer solchen Familie. Zwei Orientierungen
(i)ier und (¢;)jes sind gleich genau dann, wenn die Vereinigung dieser beiden
Familien auch eine Orientierung von S ist.

Eine regulédre Fliache ist orientierbar, falls es eine Orientierung gibt.
Terminologie: Die Familie lokaler Parametrisierungen (¢; : U; — (V;NS),i €
I) so dass U;(V; N S) = S ist ein Atlas. Eine Orientierung ist die Wahl eines
orientierten Atlas.

Beispiel: Graphen glatter Funktionen sind orientierbar weil man einen Atlas
aus genau einer lokalen Parametrisierung wéhlen kann.

Beispiel: Die 2-Sphire S? = {(x,y, 2) | 2* + y* + z* = 1} ist orientierbar. Man
rechnet nach, dass

on R — {2 <1}nS?
(u v)r—>( 21 20 u2+v2—1>
’ w42+ 17w+ 02+ 1w+ 0241
s R? — {z > -1} N S?

(1 0) 2u 2 u?+0v2 -1
U, v —
’ w4+ 1w+ 02 +1 w?+0?+1
keine Orientierung ist. Dazu bestimmt man die Determinante der Jacobimatrix
von ¢g' ooy R2\ {0} — R%\ {0} mit
gl {z>-1}NS* — R?

(x,y,z)l—>( S )

142" 1+2

Sei h : R? — R? die Spiegelung h(u,v) = (—u,v). Die Familie (¢, ¢s 0 h) ist
eine Orientierung von S2.

Erinnerung: Seien v, w € R? Vektoren. Dann steht das Kreuzprodukt v x w
senkrecht auf v, w. Wenn v, w linear unabhégig sind, so ist v, w, v X w eine Basis
von R? die die gleiche Orientierung definiert wie Standardbasis. Insbesondere
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(17)

ist diese Orientierung unabhéngig von der Wahl von v, w ist solange v, w linear
unabhéngig sind.

Weil T,,S C R? zweidimensional ist, gibt es genau zwei Vektoren der Linge 1, die
auf 7,,S senkrecht stehen. Wenn ¢ : U — (SNV) eine lokale Parametrisierung
von S mit p € ¢(U) ist, so sind dies die Vektoren

(1 9o, —1
N¢<p>—‘3;;“” W)X 0D

52 (071 (p) x (97 (p))]

Wenn ¢ eine weitere lokale Parametrisierung ist, deren Bild p enthélt, so gilt
N,(p) = N3(p) genau dann, wenn die Jacobideterminante von

1~
D (7 0@)g)
positiv ist. Auf dieser Tatsache basiert der Beweis von folgendem Lemma.
Lemma: Eine regulire Fliche S C R? ist genau dann orientierbar, wenn es
eine stetige Abbildung

N:S—R?
p — N(p) = ein Einheitsvektor der auf 7,5 senkrecht steht

existiert. Ein solches Vektorfeld nennt man Normalenvektorfeld von S.
Beweis: Sei (¢;)icr eine Orientierung. Dann erhélt man ein wohldefiniertes
Normalenvektorfeld durch (17) (also p — N, (¢; ' (p))).

Umgekehrt sei N : S — R? ein Normalenvektorfeld. Wir wihlen eine Uber-
deckung von S durch lokale Parametrisierungen (¢; : U; — S N V});e; sodass
U; wegzusammenhéngend ist. Sei ¢ € [ und p € ¢;(U;). Wenn N, (p) = —N(p),
so dndert man ¢; nicht, falls Ny, (p) = N(p), so ersetzt man ¢; durch ¢; o o
wobei o : R? — R? ein beliebiger Diffeomorphismus von R? ist, der die Ori-
entierung umkehrt (zum Beispiel o(u,v) = (—u,v)). Dann gilt N,,., = N auf
ganz ¢;(U;) (weil U; zusammenhéngend ist). Tut man dies fiir alle i € I, so
erhélt man eine Orientierung von S.

Beispiel (Mébiusband): Zuerst die anschauliche Beschreibung. Wir betrach-
ten den Kreis 7 : R — R? um den Ursprung mit Radius 2. Wir betrachten R?
als z, y-Ebene in R3. Zu jedem Punkt p € v(R) betrachten wir ein Geradenstiick
welches

— seinen Mittelpunkt in p = (2 cos(a), 2sin(«)) hat,

— die Lénge ist 2,

— ganz in der Ebene liegt, die durch p und die z-Achse aufgespannt wird,

— und der Winkel zwischen dem Geradenstiick und der Geraden die p mit

dem Ursprung verbindet ist a/2.

Man beachte, dass der Winkel zwischen zwei nicht gerichteten (d.h. orientier-
ten) Geraden nur bis auf Vielfache von 7 (und nicht 27) definiert ist.

Die Analytische Beschreibung erhélt man aus der Betrachtung der Abbildung

Y :Rx(~1,1) — R?

(00) = (2 c0s () ) osta). (24 scos (5)) sinfe. 0+ ssin (5))
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Eine Uberdeckung von M = Bild(z)) erhilt man durch die Einschrainkung von
(G

Y = w|(0,27r)><(—1,1) : (07271') X (—1, 1) — (M N {fE Z O,y = 0})
g?: ¢|(ﬂ’3ﬂ)x(,171) : (71’,371‘) X (—1, 1) — (M N {IL‘ < O,y = 0})

Diese Abbildungen sind glatt, haben iiberall Rang 2 sind sind Homéomorphis-
men auf ihr Bild. Die Umkehrung von @ ist

ot (Mn{z<0,y=0}) — (7,37) x (=1,1)
(z,y,2) — (a(z,y),s(z,y,2)) .

Hier ist «a(z,y) die eindeutig bestimmte Zahl in (m,37) sodass arg(x,y) =
a. Dies ist glatt nach dem Umkehrsatz. Dann definiert man s(z,y, z) als die
eindeutig bestimmte Zahl, so dass

(x,y,2)—(2cos(a(x,y)),2sin(a(z,y)),0)

=5 (cos <a(g;’ y)> cos(a(x,y)), cos (Q(Z’ y>> sin(a(z,y)), sin <a<x2’ y))> .

e Satz: Das Mobiusband ist nicht orientierbar.
e Beweis: Wir betrachten den Koordinatenwechsel

P oy 1 (Bild(p) NBild(p)) — @ '(Bild(¢) N Bild(p))

Der Durchschnitt Bild(¢) NBild(p) = M\ {y = 0}). zerfillt in zwei wegzusam-
menhéngende Stiicke und es gilt

¢~ (Bild(¢) NBild(9)) = ((0,7) U (m,2m)) x (—1,1)
@ (Bild(¢) NBild(9)) = ((m,2m) U (2w, 37)) x (—1,1).
Der Koordinatenwechsel ist

5o ol s) = (o + 2w, —s) falls a € (0,7)
voovis) = (a,s) falls a € (7, 27).

Insbesondere gilt fiir die Determinate der Jacobimatrix

A_ —1 falls o € (0, )
det (D, (B 0 9)) (a,5) = { +1 falls o € (,27).

Nimmt man an dass S orientierbar ist, so erhélt man ein Normalenvektorfeld.
Wendet man den Beweis des vorangehenden Lemmas auf die Familie (¢, Q)
an, so erhélt man keine Orientierung obwohl die Definitionsbereiche zusam-
menhingend waren. (Andert man ¢ oder @ durch eine orientierungsumkehren-
de Abbildung ab, so dndert dies nichts daran, dass die Jacobi Determinante des
Kartenwechsels verschieden Vorzeichen auf den Zusammenhangskomponenten
des Urbildbereichs hat.) Dies ist ein Widerspruch.

e Lemma: Sei f : U C R® — R glatt und a ein regulirer Wert. Dann ist
S = f~1(a) orientierbar.

e Beweis: Wenn V f das Gradientenvektorfield von f ist, soist N(p) = Vf/||Vf]|
ein Normalenvektorfeld entlang S. Also ist .S orientierbar.

e Anmerkung: Leider kénnen wir folgendes nicht beweisen: Wenn S C R? eine
kompakte, wegzusammenhéngende Flache ist, so zerfillt das Komplement in
genau zwei Teile und genau einer davon, dass AuBere, ist nicht kompakt. Dann
hat S ein Normalenvektorfeld, man wéahlt bei p € S den eindeutig bestimmten
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Normalenvektor der ins Aulere zeigt. Eine kompakte regulire Fliche in R? ist
also immer orientierbar.

14. VORLESUNG AM 13.6.

e Literatur: [dCa] Abschnitt 2.5 und 2.8
e Rechenregel: Seien ¢, » lokale Parametrisierungen von S um p. Und v =
a%f + b%f = Zi%% + b%g € T,S ein Tangentialvektor. Dann gilt

(3) = (B0 Bah) ()

Hier ist u die u-Komponente von 1 = 3! o .
e Folgerung: Mit der gleichen Notation gilt nach der Kettenregel
(18)
Op  Op _0%0plop 0poFlop
(9u v ou ov

_((22,,) %, (99, ,) 9 99 )00, (92
- <(aa°w> gu " (8@ d’) au> X ((aa‘”/’> o (aaow) av)

—det( g% g

SN (09 0%
g)(%“")x(%" )-

=

e Erinnerung: Sei H C R" offen. Wenn ¢ : H — G eine C*-Abbildung ist,
die injektiv und det(Dv) # 0 tiberall. Dann gilt fiir integrierbare Funktionen
f:G—R

/f dx—/f )| det(Dy)| dy.

Diese Formulierung bezieht sich auf das Lebesgue-Integral, s. §9.19 von [Wa2]
oder auch in [Fo3], §13. Die entsprechende Aussage fiir das Jordan-Integral
steht in [Wa2], §7, insbesondere S. 247. Das Lebesgue-Integral ist bequemer,
zum Beispiel weil jede kompakte/offene Menge in R™ Lebesgue-messbar ist.

e Definition: Sei R C S eine abgeschlossene, beschrankte Teilmenge einer re-
guldren Fliche in R? sodass es eine lokale Parametrisierung ¢ : U — (SNV)
gibt, mit p(U) D R. Der Flicheninhalt/die Fliche von R ist

(19) A(R) = / 92 . 99 g du / dA.
©~1(R) 8u 81} ©~1(R)

Nach der Transformationsformel ist A(R) unabhéngig von der Wahl der Pa-
rametrisierung. Man wendet die Transformationsformel auf den Koordinaten-
wechsel 1/1 = $ ! oy an und verwendet (18), genauer:

gi 2| du dv _/@_I(R) det< %ZEZ?& ?Eiigii )‘ <
- /a—luz)

e Definition: Sei S C R? eine reguliire Fliche und p € S. Die erste Fundamen-
talform auf TS ist die symmetrische Bilinearform

L:T,SxT,5 — R
(v, w) — (v, w).

0p a_go
5)u ov

¢> du dv

[
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I, ist also die Einschrinkung vom Skalarprodukt von R? auf 7},S.

e Bemerkung: Die erste Fundamentalform geniigt um die Lénge und Winkel von
Tangentialvektoren zu definieren. Man kann insbesondere die Lénge von glatten
Kurven, die in S verlaufen, bestimmmen. Man kann auch den Flacheninhalt mit
ihrer Hilfe berechnen.

e Notation: Sei ¢ : U — S NV eine lokale Parametrisierung von V. Man
definiert drei reellwertige Funktionen E, F,G auf U durch

E(u,v) = ‘g—i(u,v)
F(u,v) = <g—“§(u,v>, a“"(u,v)>
G(u,v) = ’Z—f(u,v) 2

Wenn 7,5 5 v = cg ) und w = ( cCZ ) in der Basis g—i(u,v),g—f(u,v) von
T,S (mit p(u,v) = p), so gilt

wen=(2) (£ )(5)

Die erste Fundamentalform [ wird beziiglich einem Koordinatensystem um p

F G
stem, so dndert sich im Allgemeinen auch die darstellende Matrix. Sei @ ein
weiteres Koordinatensystem um p. Dann gilt fiir X,Y € R?

durch die Matrix ( EF ) beschrieben. Wechslt man das Koordinatensy-

XTIV = (Dp(X), Dp(Y))
<D<?<>D(A* o p)(X), DsooD(s? o p)(Y))
= (DE o) (X)) ID@FE o p)(Y)

= X7 ((D«o 09)) ID(E " 0¢)) Y.

Also folgt die Transformationsformel fiir die darstellende Matrix der ersten
Fundamentalform

e Bemerkung: Man kann den Integranden in (19) durch die Koeffizienten der er-
sten Fundamentalform ausdriicken. Nach bekannten Eigenschaften des Vektor-
produktes (Lange des Produkts ist Fléche des von den Faktoren aufgespannten
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Parallelogramms) und des Skalarproduktes gilt

(‘9@ 8(,0 Oy dy i (‘9g0 8@
f)u v du oo || [

e @)

EG
=VEG — F?.
e Beispiel: Sei 7%(a,7) C R3,a > r > 0 der Torus, der durch das Bild von
o(u,v) = ((a + rcos(u)) cos(v), (a + rcos(u)) sin(v), rsin(u))

mit u,v € R gegeben ist. Schrankt man ¢ auf (0,27) x (0,27) ein, so erhilt
man eine lokale Parametrisierung deren Bild den ganzen Torus mit Ausnahme
von zwei Kreislinien trifft die nichts zur Flédche beitragen. Wir betrachten die
Einschrénkung von ¢ auf [0, 27] X [0, 27]. Das Bild des Randes dieses Quadrates
ist eine Vereinigung zweier Kreise die nichts zur Fliache betrigt.

Die erste Fundamentalform ist gegeben durch

E =r?

F=0

G = (a+rcos(u))’.
Man erhélt v EG — F? = r(a + rcos(u)) und

A(T?(a, 7)) = /0% /O%T(H rcos(u)) du dv

= 47%ra.

e Beispiel: Die folgende Abbildung liefert eine lokale Parametrisierung von S>
(Kugelkoordinaten)

©:(0,21) x (0,7) — S? = {2? +¢* + 22 =1}
(u=p,v="1)+— (cos(p)sin(F), sin(p) sin(J), cos(¥})).
Hier gilt
X, = (—sin(yp) sin(?), cos(p) sin(¢?), 0)
Xy = (cos(p) cos ), sin(p) cos(¥), sin(¥)).
Also folgt E =1, F = 0,G = sin(9)?. Man erhilt fiir den Flicheninhalt von S?

:/OQW/OW\/deOdﬁ

= 27r/ sin() dv
0
= 4m.

e Interpretation von A(R): Bisher haben wir (19) als Definition des Flachen-
inhalts von R verwendet ohne die Bezeichnung Fldcheninhalt zu rechtfertigen.
Dies soll hier skizziert werden.
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1. Wir nehmen an, dass R ganz von einer lokalen Parametrisierung ¢ :
U — (VN S) berdeckt wird. Ansonsten zerlegt man R in endlich viele
Abschnitte mit dieser Eigenschaft (R ist nach Annahme kompakt). Ins-
besondere liefert diese Parametrisierung ein Normalenvektor N zu S in
jedem Punkt von R.

2. Fr eine kompakte Teilmenge R in R? definieren wir den Durchmesser als

pu(R) = max{dgrs(p,q) | p,q € R}. Wir zerlegen R in kleine, wegzusam-
menhéngende Stiicke R§”), sodass UiRgn) = R fiir alle n eine endliche Ver-
einigung ist (die Anzahl der Mengen héngt von n ab) die sich héchstens
in Randpunkten schneiden (solche Zerlegungen entsprechen Zerlegungen
von ¢~ (R™))). Weiter fordern wir

(2

lim max {M(Rgn))} = 0.

n—o0 (2

3. In RE") wéhlt man p; und betrachtet den Flacheninhalt Z(}_%En)) der Pro-

jektion El(-n) von RE") auf die Tangentialebene Tp@)S . In leicht abgewan-
delter Form (reguldre Fliachen als lokale Graphen: S. 25) haben schon ge-
sehen, dass wir annehmen diirfen, dass das Flachenstiick R§") ein Graph
iiber REH) ist. Inbesondere ist }_%En) Teilmenge einer Ebene und wir wissen
schon, was der Fldcheninhalt Z(R(n)

()

>AR”)

approximiert das was wir als Fliacheninhalt auffassen wollen (soweit er
definiert ist). Wir betrachten also die alternative Definition

Jim (Z mﬁ’%)

des Flécheninhalts falls dieser Grenzwert immer (d.h. fiir alle Folgen von
Zerlegungen von R) existiert.

) davon ist. Die Summe

4. Es bleibt zu zeigen, dass die alternative Definition und die Definition (19)

das gleiche Ergebnis liefern.

5. Dazu betrachen wir ein wegzusammenhéngendes Fléachenstiick R; fiir fe-

stes n (diesen Index lassen wir jetzt weg). Da wir den Durchmesser so
klein wéhlen diirfen wie wir wollen (wegen (21)), darf man annehmen,
dass kein Normalenvektor an S in R; senkrecht auf N(p;) steht. Nach
Anwendung einer Translation und einer Rotation darf man p; = 0 und
N(p;) = 0, annehmen. Dann ist 7,,S die z,y-Ebene. Wir wollen die
Grofien

Z(E‘):/R dx dy A(Ri):/ R
i e~ 1(R;

vergleichen. Wir haben angenommen, dass N(¢;),q € R;, nie auf N(p;)
senkrecht steht, also gilt auf ¢ =*(g;)

Oz Opa
det(& 3%)7&0.

9 0%

du d
ou qu

ou ov
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(23)

Weil diese Grofle gerade die z-Komponente des Normalenvektors ist, ist
diese Determinate immer positiv (sie ist positiv in ¢ !(p;) und R; ist
wegzusammenhéngend). Dann gilt

o Opx Q‘P_x
AR,) = / det ( Jr g >‘ du dv
o™ (Ri) u v
Am Punkt ¢~ (p;) gilt aa“iz = 88“‘;)2 =0, d.h.
Oor Ope do 0
' ¥
det u v === X =—/.
(& £)-[5~5
Die auf ¢! (R;) definierte Funktion
a(p (330 Ops  Opx
ist stetig und es gilt £;(¢ " (p;)) = 0. Weil o' (R;) kompakt ist, gibt es
Zahlen m;, Ml
lei(u, v)| < M;.
Die Funktion ¢; hat eine einfache geometrische Bedeutung: Sie ist die Dif-
ferenz zwischen dem Betrag des Kreuzprodukts g—‘i X g—f und der Lange
der Projektion dieses Vektors auf den Normalenvektor in einem bestimm-
ten Punkt p;. Insbesondere folgt M; — 0 wenn max; u(R;) — 0 weil R;
kompakt ist, und alle beteiligten Funktionen also gleichméflig stetig sind.
Integriert man diese Ungleichung, so erhilt man
dp Oy Tar Tl
— X —| dudv — A(R;)| < M;A R;
[ |5 G o = AR < M )
und bemerkt, dass diese Ungleichungen Sinn machen ohne Bezug auf ein
spezielles Koordinatensystem zu nehmen (das Integral dndert sich nicht
durch Translationen und Rotationen in R?). Man summiert iiber i und
findet
A(R) - (Z E(Ei)> < ZMiZ(Spfl(Ri))
Wenn n — oo (wir hatten diesen Index in der Notation in diesem Schritt
bisher weggelassen) so erhélt man
1 Ve
A(R) = lim <Z A(R, )) :
e Fragen:

1.

AN

Versuchen Sie, Skizzen zu zeichnen die diesen Beweis veranschaulichen.
Stimmt es, dass A(R) > ZiZ(EEn))?
Warum verwendet man gleichmdflige Stetigkeit?

Wie findet man Folgen von Zerlegungen von R, die (21) erfiillen?
Warum gilt (23).
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15. VORLESUNG AM 19.6.
e Literatur: Abschnitt 3.1 in [dCa].
e Vereinbarung: Im Folgenden ist S eine orientierte Flache und N das entspre-

chende Normalenvektorfeld.
Definition: Sei S C R? eine regulire Fliche mit einer Orientierung. Dann ist

N:S— §?
pr— N(p)
die Gauf-Abbildung von S.
e Lemma: Die GauB-Abbildung ist glatt.

e Beweis: Sei p e S und ¢ : U — V N S ein lokales Koordinatensystem um p.
Dann ist

glatt.

Wichtige Bemerkung: Die Tangentialebene 7,5% an S? im Punkt ¢ ist ¢*.
Wenn g = N(p), so gilt also T, = N(p)*+ = T,52. Diese Identifikation erlaubt
es, AN, : T,S — Tn()S? als Endomorphismus von 7,5 aufzufassen, die beiden
Vektorrdume TN(p)52 und 7,5 werden auf natiirliche Weise identifiziert. Die
GauB-Abbildung beschreibt die Variation des Tangentialraumes in R3.
Terminologie: Das Differential der Gaus-Abbilsung wird oft Weingartenab-
bildung genannt.

Beispiel 1: Sei S = {2* + y* = 1} der Zylinder in R®. Es gilt T(,, S =
span{(0,0,1), (—y,z,0)} und N(z,y,z2) = (z,y,0) fir eine geeignete Orientie-
rung. Die Gaufl-Abbildung ist also

N:S— 52
(x,y,2) —> (z,9,0).

Wenn v = (z(t),y(t), 2(t)) einen Tangentialvektor v in (xg, yo, 29) représentiert,
so gilt

dN(ﬂfoyyo,Zo) : T(Ioayo,zo)s — T(mouzovo)SZ

bl=vis 2| NGM) = (@(0),40),0).
t=0
Beispiel 2: Sei S = {az + by + ¢z = d} mit |(a,b,c)] = 1. Dann ist S eine
affine Ebene mit Normalenvektor N = (a,b, ). Die GauB-Abbildung ist also
konstant und ihr Differential Null.
Beispiel 3: Sei S = S? orientiert durch N(z,y,2) = (z,y,2). Die Gauf-
Abbildung ist dann N = idg2 und fiir das Differential gilt dann

AN, = idg 2 : T,5? — T,5°.

Kehrt man die Orientierung von S? = S um, ersetzt man also N durch —N,
so ist N = —idg2 und dN,(v) = —v wenn man 7_,(5?%) mit 7,5* identifiziert
(beide Rédume sind pt).
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e Beispiel 4: Sei S = {22+ 2% —y* = 1}. Wegen V(2% + 12 —3?) = (2z, —2y, 22)

ist S eine reguldre Fléache und
N:S— 52

2z, —2y,2 1
(03,2) — D ZW22)

T, =Y, 2

@r. 222 oo 07

ein Normalenvektorfeld das einer Orientierung von S entspricht. Seip = (0,0, 1) €
S. Dann représentieren die Kurven

Yo : R — S
t—s (t,O,\/l—t2)
vy R— S

t s (o,t, V1t t2>
Elemente [v,] = (1,0,0) und [v,] = (0,1,0) von 7,5 C R? und es gilt

il (L0VI=P)
AN, ((1,0,0)) = —| = = (1,0,0)
t=0
1 A/ 2
t=0

Die Tangentialvektoren (1,0,0) bzw. (0, 1,0) sind also Eigenvektoren des Dif-

ferentials der GauB-Abbildung zu den Eigenwerten +1 bzw. —1.
Lemma: Sei p € S und N die GauB3-Abbildung. Die lineare Abbildung

dN, : T,S — Ty S* = T,5

ist selbstadjungiert /symmetrisch (d.h. I,(dN,(v), w) = (dN,(v), w) = (v, dN,(w),) =
I, (v, dNy(w)) fiir alle v,w € T,,5).
Beweis: Es geniigt, fiir eine Basis X,Y von 7,5 die Gleichung (dN,(X),Y) =
(X,dN,(Y),) nachzuweisen. Sei ¢ : U — (V' N.S) eine lokale Parametrisierung
von S um p und X, X, die entsprechende Basis von 7},S.

Im Bild dieses Koordinatensystrems gilt (N, X,) = 0 = (N, X,) weil N
iiberall auf dem Tangentialraum an die Fldche senkrecht steht. Differenziert
man die erste Gleichung nach v und die zweite nach u, so erhélt man nach der
Produktregel

oAt

oAl
0= (N, Xo) + <N’ 8v8u>

Hier steht N, fur dN(X,), d.h. die Ableitung von NNV in Richtung der u-Koordinate,
etc. Die zweiten Summanden auf der rechten Seite stimmen {iiberein, also folgt
die Behauptung

<Nv7Xu> = <NU7XU>

Erinnerung: Eine Abbildung ¢ : V' — R auf einem R-Vektorraum ist eine
quadratische Form falls

B(v,w) = 5(a(o + 1) — a(v) — 4(w))
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bilienar ist, B ist dann die zugehorige Bilinearform und nach Definition sym-
metrisch. Umgekehrt definiert jede symmetrische Bilinearform V' auf dem R-
Vekorraum V' eine quadratische Form ¢(v) = B(v,v). Dies liefert eine Korre-
spondenz zwischen quadratischen Formen und symmetrischen Bilinearenformen
auf R-Vektorraumen. (Dies gilt iibrigens iiber allen Kérpern deren Charakteri-
stik nicht 2 ist.) Insbesondere kénnen wir

17,8 xT,5 — R
(Ua w) — Ip(de(v),w)

als symmetrische Bilinearform/quadratische Form auffassen.
Definition: Sei S eine orientierte, regulédre Fliche und N ihr Normalenvektor-
feld. Die zweite Fundamentalform von S in p ist

I1,:T,S x T,S — R
(U7w> — —Ip(de(v),w) = _<dNP(U)aw>

Erinnerung: Sei v : I — R? eine regulire Kurve. Wir haben die Kriimmeung
k von 7 definiert (wenn 7 nach Bogenldnge parametrisiert ist), und es gilt

) < 3]
0= TR

Diese Grofle ist nie negativ.
Definition: Sei v : 0 € I — S eine nach Bogenldnge parametrisierte Kurve
mit v(0) = p. Die Normalenkriimmung von «y in p in S ist

fn = (7(0), N(p))-

Bemerkung: Wenn ~ nur regulér ist, so gilt

K, = { k- cos(£(5(0), N(p))) falls §(0) #0
! 0 falls (0) = 0.

Diese Grofle kann alle Werte in R annehmen.

Oientierungsverhalten: Andert man die Orientierung von +, so #ndert sich
4 nicht und die Normalenkriimmung auch nicht. Ersetzt man die Orientierung
N von S durch —N, so dndern die Normalkriimmungen ihr Vorzeichen.
Proposition: Alle Kurven in S durch p, die in p die gleiche Tangente haben,
haben auch die gleiche Normalenkriimmung /7,(%) (wenn v in der Formel nach
Bogenldnge parametrisiert ist).

Beweis: 7 verlduft in S5, also gilt (¥(¢), N(v(t))) = 0. Differenziert man, so
folgt die Behauptung

{3(0), N(7(0))) +(3(0),dN (%)) = 0

-~
Rn

Bemerkung: Die Normalenkriimmung einer nach Bogenlénge parametrisierten
Kurve in S héngt gar nicht von der Kurve, sondern nur vom Tangentialvektor,
ab. Insbesondere stimmt die Normalenkriimmung in Richtung v, |v| = 1 {iberein
mit der Kriitmmung derjeneigen Kurve in p, die man als Schnitt von S mit der
affinenen Ebene durch p erhélt, die von N und v aufgespannt wird (daher der
Name Normalenkriimmung).
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Beispiel 1: Sei S? und betrachte den Schnitt von S? mit einer Ebene £ durch
den Ursprung. Der Schnitt £ N S? ist ein Kreis mit Radius 1, die Kriimmung
dieser Kurve ist iiberall £1 (je nachdem wie die Orientierung der Ebene/Kurve
gewahlt wird).

In der Definition der Kriimmung einer nach Bogenldnge parametrisierten

Kurve in R? verwendet man eine Isometrie J von R2. Natiirlich ist £ isometrisch
zu R?, aber die Wahl dieser Isometrie ist nicht klar.
Beispiel 2: Wir betrachten den Zylinder S = {z? + y*> = 1} C R3 und den
Schnitt des Zylinders mit einer Ebene durch den Punkt p = (1,0, 0) die den Tan-
getialvektor (0, 1,0) € 7,5 enthélt. Der Betrag der Kriimmung der Kurve ENS
in p wird immer grofler, je kleiner der Winkel zwischen der Ebene und der z-
Achse ist. Dies wird ausgeglichen durch die Multiplikation mit cos(Z(N,5(0)))
(der Winkel Z(N,#4(0)) ist dann nahe bei 7/2).

16. VORLESUNG AM 26.6.

Bemerkung + Terminologie: Die zweite Fundamentalform 11, ist eine qua-
dratische Form. Die zugehorige Bilinearform ist symmetrisch, die Eigenvektoren
zu verschiedenen Eigenwerten stehen senkrecht aufeinander und die Nullstellen
des charakteristischen Polynoms sind alle reell. Die Abbildung

II,: {veT,S||lv=1} —R
v I1,(v,v)
nimmt ihr Minimum und ihr Maximium an, jeweils in w, —w. Wenn ey, e; eine

orthonormale Eigenbasis von I, (bzw. dN,) zu den Eigenwerten ki, ky (bzw.
—k1, —ks) ist und v = cos(¥)e; + sin(¥)es, so gilt

I (v,v) = ki cos®(¥) + ky sin®(0).
Die Eigenwerte ky, ko sind die Hauptkrimmung. Die FEigenvektoren dazu span-
nen die Hauptkrimmungsrichtungen auf.

Definition: Sei p € S und dN,, : T, — 1,5 ~ Ty(,)S? das Differential der
Gauf-Abildung. Dann ist

K = det(dN,) = kik, die GauB-Kriimmung
ki + ko

H = —tr(dN,) =

die mittlere Kriimmung.

p ist elliptisch, wenn det(dN,) > 0, hyperbolisch, wenn det(dN,) < 0, parabo-
lisch, wenn det(dN,) = 0 und dN, # 0, und ein Flachpunkt wenn dN, = 0.
Orientierungsverhalten: Die Gaufl-Kriimmung ist invariant unter Orientie-
rungsénderung. Die mittlere Kriimmung &dndert ihr Vorzeichen wenn man die
Orientierung umkehrt.

Beispiele: S. 37 Beispiel 1, alle Punkte sind parabolisch, Beispiel 2: alle sind
flach, Beispiel 3 alle elliptisch, Beispiel 4, p ist hyperbolisch.

Proposition: Wenn p € S elliptisch ist, so gibt es eine Ungebung (V' N S) von
p € S die ganz auf einer Seite von 7,5 (als affine Ebene durch p in R?) liegt.
Wenn p hyperbolisch ist, so enthilt jede Umgebung von p in .S Punkte die auf
verschiedenen Seiten von 7,5 liegen.

Beweis: Dies folgt unmittelbar aus der Intepretation der Kriitmmung von Kur-
ven in der Ebene und unserer Interpretation von /7, als Normalenkriimmung
(s. die Charakterisierung konvexer Kurven auf S. 15 und die Diskussion davor).
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Definition: Sei S reguldar und p € S. Dann ist p ein Nabelpunkt, falls ky = ko

in p. Insbesondere ist p entweder flach oder elliptisch.

Bemerkung: Der folgende Satz zeigt, dass Kriimmungseigenschaften von S

die Fldche manchmal ziemlich starr festlegen.

Satz: Sei S eine zusimmenhéngende Fliache mit Normalenvektorfeld N, so dass

jeder Punkt ein Nabelpunkt ist. Dann ist S Teilmenge einer Ebene oder einer

Sphére.

Bemerkung: Wir verlangen hier nicht, dass S orientiert ist obwohl man das

fiir die Definition der Gau3-Abbildung braucht die Nablepunkte charakterisiert.

Die Eigenschaft eines Punktes ein Nabelpunkt von S zu sein ist unabhéngig

von der Wahl der Orientierung und auch von der Orientierbarkeit der Flache.

Man benoétigt nur eine Orientierung auf einer kleinen Umgebung des Punktes.

Lokale Orientierungen kann man zum Beispiel mit Hilfe von lokalen Paramete-

risierungen konstruieren.

Beweis:

1. Fiir alle w € TS und jedes Normalenfeld auf einer Umgebung von ng

gilt gilt dN,(w) = A(g)w wobei A : S — R eine glatte Funktion ist.
Wir wollen zeigen, dass A konstant ist. Dazu sei p € S und ¢ : U —
(SNV) eine lokale Parametrisierung um p mit wegzusammenhéngendem
Urbildraum U. Dann ist w = a1 X, + a2 X, fir a;,a, € R und N(u,v) =
\§Z§§Z| ist ein Normalenvektorfeld welches auf einer Umgebung von p
definiert ist. Die obige Gleichung dN,(w) = A(¢)w liefert

dN(w) = a1 N, + aaN, = A(q) - (a1 Xy + a2 X,).

WEeil aq, as beliebig gewéahlt werden konnen folgt
N, = Mq) X,
Ny = Mq)Xo.

Man schreibt beide Gleichungen mit Hilfe von ¢ in Koordinaten und dif-
ferenziert die erste Gleichung nach v und die zweite nach u (wir schreiben

Ao, = 8(32@))
0N PP
oudv (u,v) = (Ao @)X+ Ao wauﬁv
O?N ot
oudv (Ao @)Xy +Ao wauﬁv

und es folgt A\, X, — A\, X, = 0. Weil X, und X, linear unabhéngig sind
hat man A\, = A, = 0. Also ist |y konstant.
2. Wir beweisen, dass jeder Punkt von S eine Umgebung hat, die die Aus-
sage des Satzes erfiillt. Man unterscheidet zwei Fille, \g = 0 und A\ # 0.
2.1 A\g = 0: Dann ist N = Ny konstant dN|y = 0). Also ist

Al 0), N) = (X, No) =0
A, 0), N) = (X, No) =0

weil N ein Normalenfeld ist. Daher ist (¢(u, v), Ny) = no konstant,
also liegt das Bild von ¢ ganz in der Ebene (a, Ny) = ny.
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(25)

2.2 \g # 0: Jede Hauptkriimmung ist )y, der Schnitt von S mit ei-
ner Ebene durch p die N(p) enthilt ist also die Vereinigung von
Kreisbogensegmenten, sodass die Kriimmung jedes Segements Ab-
solutbetrag |A\o| hat. Der Radius des Kreissegmentes durch p ist
also \;'. Die Sphire, die p(U) enthalten sollte muf also den Ra-
dius Ay haben und auf der Geraden in Richtung N(p) durch p
liegen. Man rechnet nun nach

5o (wlwr) = LN ) = - 558

ou Ao Ou
dN. X
- X, - P(u,v)Au
Ao
)\OXu
=X, — =0.
Ao

Man beachte hier dass (A\g)”'/N unabhiingig von der Wahl von N
bzw. ¢ ist. (Wenn N durch —N ersetzt, so ersetzt man Ay durch
—MXo.) Der Ausdruck auf der linken Seite ist unabhéngig von der
Wahl von ¢.

3. Man mufl nun noch zeigen, dass die ebene/spérische Umgebung eines
Punktes p nicht vom Punkt p abhéngt. Dies ist ein einfaches Zusammen-
hangsargument. Sei p,p’ € S und v : [0,1] — S ein Weg der die beiden
Punkte verbindet. Dann gibt es eine Zerlegung 0 =ty < t; < ...t, =1
sodass ([t;,t;11]) ganz in einer sphérischen/ebenen Umgebung liegt.
Dann stimmen zei aufeinanderfolgende solche Umbegungen auf einer of-
fenen Umgebeung eines ¢; iiberein, die zugehérigen Sphéren /Ebenen sind
also gleich.

Bemerkung: Insbesondere ist S orientierbar als Teilmenge einer orientierbaren
Flache. Alle Vorsichtsmafnahmen (lokale Definition von N) waren unnétig.

17. VORLESUNG AM 27.6

e Literatur: Abschnitt 3.2 von [dCa]
e Ziel: Beschreibung von dN,, durch die erste und zweite Fundamentalform in

Koordinaten.
Sei S eine orientierte Fldche mit Normalenfeld N und ¢ eine lokale Parametri-
sierung von S die mit der Orientierung von S vertriglich ist, d.h.

_<£ « _se

u ov _ N

‘_<£ % _se
Sei v = (u,v) eine Kurve die den Tangentialvektor 4(0) reprasentiert. Dann
gilt

ON ON
dN(%(0)) = v(0) + —=——u(0
(10)) = S-0(0) + 5 -i(0).
Weil %]Z, 5 € 1,5 gibt es a1, j € {1,2} so dass
N
N, = 8_ = a1 Xy + a1 X,
ou
ON
Ny = —— = a1p Xy + a22X,.

ov
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Dann hat man
dN(q):<aH am)(@)
v G21 A2 v

Wenn X, X, eine Orthonormalbasis ist, so ist die darstellende Matrix von dN
symmetrisch. Fiir die quadratische From/Bilinearform /1, setzt man

1L,(&) = =({dN(¥), %)
— (Nt + Nyi, Xt + X,0)
=u-e4uv-2f +0%-g.
Man differenziert (N, X,) = (N, X,) = 0 und findet
2
e=—(N,, X,) = <N 0 g‘7>

" 0%

f=—(NoXu) = —(Nu Xo) = <N o >

" Qudv
0
g = _<NvaXv> - <N7 %>

Um die Koeffizienten a;; zu finden, setzt man die Definition in die erste Dar-

stellung in den letzten Gleichungen ein und verwendet die Koeffizienten F, F, G
von der ersten Fundamentalform:

—e = (a1 Xy + a1 Xy, X)) = a1 E+ anF
—g = (a12Xy + 422Xy, Xy) = a12F + anG
—f = (012 Xy + a22. X, Xy) = a12E + ag F
—f = (an Xy + a1 Xy, X)) = a1 F' + anG.

Das kann man in Matrizen ausdriicken:

ef_a11a21 EF F
N f g9) \az ax F G )

Man invertiert die Matrix mit F, F, G, multipliziert von rechts und findet end-
lich die Koeffizienten a;; :

apx az _ e f 1 G —F
aiz ax ) f g EG—-F2\ —-F FE
(27) sind die Weingartengleichungen. Aus ihnen bekommt man sofort
eg — f?
K=——.
EG — F?
Nach Definition sind —k;, —k» (die Hauptkriimmungen bis auf das Vorzeichen)
bei p die Eigenwerte von dN,. Also sind &, ks die Losungen von

det(a11+k a21)=0

19 Q929 + k

und man findet
k’l—l-k’g _&11+G22_€G—2fF+gE

H=———= 2 EG-F?

Dies zeigt:
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e Proposition: K, H sind glatte Funktionen auf S (weil sie in jedem Koordina-

tensystem glatt sind).

e Bemerkung: Die Hauptkriimmungen 16sen die quadratische Gleichung k? —

2Hk + K =0, also k12 = H £ vVH? — K. Wahlt man k; > ks so erhélt man
stetige Funktionen auf S die iiberall dort glatt sind, wo H? # K. Die Bedingung
H? = K entspricht k; = ko. Die Funktionen ki, ks sind also glatt auf

S\ {p € S|p ist ein Nabelpunkt}.

e Theorema Egregium (Gauf): K héngt nur von der ersten Fundamentalform

ab.

e Bemerkung: egregium (lat.) = rithmliche Tat, Ruhm
e Beweis: Der Beweis ist eine stromlinienférmige und sehr elegante Rechnung

([Sp], p- 3B-24).
Wir wihlen eine lokale Parametrisierung und verwenden (26),(28) (sowie das
Spatprodukt). Dann gilt

[oalt 0% [l 2
(EG — F?) <au2,Xu><XU><(%2,Xu><XU> <auav,Xu><XU> .

(. S

~~
:det(‘ﬂuu 7Xu 7X'u)

Hier kiirzen wir %ﬁ—’ = Quu, - - - ab. (Dann sollte man vielleicht auch ¢, statt
X, schreiben, aber die Notation X, X, ist schon Standard.) Wir fassen diese
Vektoren als Spalten auf. Dann gilt

T T
(puu SOU’U
K- (BEG—F*)? =det | XTI | det(pp, Xu, Xy) —det [ XTI | det(yy, Xu, X))
X7 Xr
oL or
= det Xg (SDvau,Xv) — det XqT <§DUU>XU7XU)
XT Xr
(Pus Pov)  (Puus Xu)  (Puus Xo)
= det (Xus Pov) E F
(Xv, Pov) F G
(Puvs Puv)  (Puvs Xu) (P Xo)
—det | (Xu, Puv) E F
(Xv, Puv) F G

Wir verwenden nun (20) (Definition von E, F, G) und differenzieren diese Glei-
chungen nach u,v. Man erhalt

10F 1 1
S a — st — uuaXu _Ev = uvaXu
590~ 3 % ) 5 (p )
1 1
_Gv = <QOUU7XU> _Gu - <<puv7Xv>
2 2
1 1
Fu - §Ev - <<PuuaXv> Fv - §Gu - <90m)7Xu>-

Der einzige Teil des obigen Ausdrucks fiir K(EG — F?)?, der nicht offensichtlich
nur von F, F, G und Ableitung davon abhéngt, ist also

((@uua SOvv> - <90uva @uv))(EG - Fz)
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Man differenziert %Gu = (Quv, Xp) nach v und findet

1
EGuu - <Q0uuv7Xv> + <<Puva Spuv>
Man differenziert F,, — %EU = (Puu, Xv) nach v und findet
1
Fuv - §Evv = <90uu’va X’U> + <90vv7 @uu)

Die Differenz beider Gleichungen zeigt, dass auch

1 1
<(va7 Souu> - <90uv7 (puv> = _§Evv + Fuv - EGuu

nur von E, F,G und Ableitungen davon abhéngt.

Bemerkung: Der obige Beweis liefert eine Formel fiir K in Koordinaten die nur
E| F,G und Ableitungen davon enthélt. Aus Zeit- und Platzgriinden schreibe
ich diese Formel jetzt nicht aus.

18. VORLESUNG AM 3.7.

e Literatur: Abschnitte 4.2 von [dCa] (nach dem Beispiel)
e Beispiel (Kriimmung von Rotationsflichen): Sei~y : [ — {x > 0,y = 0}

nach Bogenlénge parametrisiert so dass die Abbildung v ein Homéomorphismus
auf sein Bild. Die Abbildung

0:RxI —R?
(s,t) — (x(s) cos(t), z(s) sin(t), z(s)).

ist eine parametrisierte Fliche, ihr Bild ist eine regulére Fliache S. Einschriankun-
gen dieser Abbildung auf J x I mit J = (a,b),b — a < 2, liefern lokale Para-
metrisierungen der Flache. Die erste Fundamentalform hat die Koeffizienten

E=i>+23*=1 F=0 G = z2?

Die Koeffizienten der zweiten Fundamentalform sind

(Spssa X57 Xt) l‘Z - ZL’Z . .
e = e =2 = =Tz — Iz
f . (QOShXSaXt) o O
- VEG-—F*
_ (1, Xs, Xi) 7
T VEG-F =z

VEG — F?

Die GauB-Kriimmung ist

eg— 2 i(Zi — z@)
 EG-F? z
Die parabolischen Punkte von S sind die Punkte wo v nicht gekriimmt ist
und die Punkte, wo die Tangente an v senkrecht zur Rotationsachse ist. Wenn
beides gilt verschwindet /7 und hat man einen Flachpunkt. Aus % + 2% = 1
folgt durch Differenzieren, dass ©& = —ZZ. Setzt man dies in K ein, so erhélt
man

K

K=-1t
T
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e Definition: Seien S, S’ reguliare Flachen und f : S — S’ ein Diffeomorphis-

mus. Dann ist f eine Isometrie, falls fiir alle p € S und v,w € 7,5

(v,w) = I(v,w) = L) (dfp(v), dfp(w)) = (dfp(v), dfp(w)).
Definition: Seien S, S’ regulére Flichen und f : S — S’ eine glatte Abbildung
so dass jedes p € S eine Umgebung V' hat, sodass f|y eine Isometrie auf sein
Bild ist. (Insbesondere ist f|y ein Diffeomorphismus auf sein Bild.) Dann ist f
eine lokale Isometrie.
Bemerkung: Wenn f ein (globaler) Diffeomorphismus ist und eine lokale Iso-
metrie, so ist f eine Isometrie.
Beispiel: Sei S = R? C R? (mit den Koordinaten (u, v, w)) die u, v-Ebene und
S" = {2? + y* = 1} der Zylinder. Dann ist die Abbildung

f:8—9
(u,v,0) — (cos(u),sin(u), v)

eine lokale Isometrie: df hat immer Rang 2, also ist f ein lokaler Diffeomor-
phismus. Weiter gilt

df (u0,0)((1,0,0)) = (= sin(u), cos(u),0) und df(4,.,0)((0,1,0)) = (0,0, 1)
Weil (1,0,0), (0,1,0) eine Basis von T, 0)S ist, gilt

I(U,U,O) (X7 Y) = Iécos(u),sin(u),O) (df(u,v,O) (X>7 df(u,v,O) (Y))

fir alle X, Y € T(y,,0)S, wie man leicht priift gilt diese Gleichung ndmlich auf
der Basis.

Offenbar ist f nicht injektiv, also kein Diffeomorphismus, insbesondere auch
keine Isometrie.

Ubrigens gibt es keinen Diffeomorphisms zwischen R? und dem Zylinder. Der

Zylinder zerfallt nach Entfernung des Kreises {z = 0} in zwei nicht kompakte
Teile. Der Jordansche Kurvensatz sagt, dass dies bei R? fiir keinen eingebetteten
Kreis vorkommt.
Definition: Zwei Fliachen S, S’ sind isometrisch, falls es eine Isometrie zwischen
ihnen gibt. Zwei Flidchen sind lokal isometrisch falls fiir jeden Punkt in p € S
ein Punkt ¢ in S’ existiert so dass Umgebungen dieser Punkte isometrisch sind
und umgekehrt.

e Bemerkung: Dies definiert zwei Aquivalenzrelationen auf Fléchen.
e Proposition: Seien

o:U—(VNS)

U — (V' NS
lokale Parametrisierungen von S bzw. S’ sodass fiir die Koeffizienten der ersten
Fundamentalformen £ = E'|F = F',G = G’ gilt, so ist f = ¢/ o p~! eine
Isometrie zwischen ¢(U) und ¢'(U).

e Beweis: Sei p € p(U) und v € T,,S. Dann gilt X = a; X, + a2 X, und wegen

f = ¢ oy und Linearitét df,(X) = a1.X,, + a2 X] . Insgesamt also

L (dfp (X), df (X)) = 0l L5 (X0, X)) + a1 L) (X, X)) + 2010015 (X, X))

= aiE' (¢ (f(p) + ;G (¢ (f(p)) + 2a1a2F" (¢ (f ()
= aiE(¢ ' (p)) + aiG (¢~ (p)) + 2a102F (¢ (p))
= I,(X, X).
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Die Behauptung folgt nun durch Polarisierung.
e Beispiel: Die parametrisierte Fliche

0:R? —R3
(u,v) — (cosh(v) cos(u), cosh(v) sin(u), v)

hat als Bild eine reguldre Flache S (Katenoid, Kettenfliche). Lokale Parame-
triserungen erhilt man durch Einschrénkung von ¢. Fiir die Koeffizienten der
ersten Fundamentalform in diesen lokalen Koordinaten gilt

E(u,v) = (cosh(v))? F(u,v) =0 G(u,v) = (sinh(v))? + 1.
Eine andere regulire Fliche, das Helikoid, S’ wird durch

¢ R? — R’

(', v") — (v cos(u'), v sin(u'), u')
parametrisiert. Wir transformieren die Koordinaten (u’,v") durch

¥R — R
(u,v) — (u,sinh(v)).

Dann ist ¢’ o ¢ auch eine (lokale) Parametrisierung von S’. Die Koeffizienten
der ersten Fundamentalform von S’ in den Koordinaten (u,v) sind

E'(u,v) = (cosh(v))®*  F'(u,v) =0 G'(u,v) = (cosh(v))?* = (sinh(v))* + 1.

Dies zeigt, dass das Katenoid und das Helikoid lokal isometrisch sind.

e Bemerkung: Das Theorema Egregium sagt gerade, dass die Kriimmung in-
variant unter Isometrien ist, d.h. falls f : S — S’ eine lokale Ismotrie ist, so
gilt K'(f(p)) = K(p). Insbesondere kann S nur dann lokal isometrisch zu einer
Ebene sein, wenn K = 0 ist.

e Bemerkung: Der folgende Begriff wird von uns nicht wirklich verwendet wer-
den, seine Bedeutung rechtfertigt aber seine Erwahnung.

e Definition: Sei f : S — 5’ eine Diffeomorphismus. Dann ist f konform, falls

Ly (dfp (X), df, (V) = N (p) (X, Y)

fiir alle p € S und X,Y € T}, und eine differenzierbare Funktion A ohne Null-
stellen gilt, f ist also winkelerhaltend. Zwei Flachen S,S’ sind lokal konform
dquivalent, falls jeder Punkt von S eine Umgebung hat die zu einer offenen
Teilmenge von S’ konform ist, und umgekehrt.

e Bemerkung: Eine konforme Abbildung ist also ein lokaler Diffeomorphismus
weil das Differential injektiv ist (wegen A # 0). Eine konforme Abbildung erhélt
also nicht die Langen von Tangentialvektoren, aber wenigsten erhéqlt es die
Winkel zwischen ihnen. Das folgende Beispiel zeigt, dass konforme Abbildungen
nicht so selten sind wie Isometrien. (Isometrien sind natiirlich auch konform.)

e Beispiel: Sei f : U ¢ C — C ~ R? eine holomorphe Abbildung, d.h. f ist
stetig differenzierbar und erfiillt die Cauchy-Riemann Gleichungen

OR(f) _ 93(f) OR() __93(f)

ou ov ov ou




Dann gilt fiir das Euklidische Skalarprodukt (-, -) auf C, die Jacobi Matrix von
f, und fiir X = adu + bov

wma-(5 5)(1)-(8 ) ()

__( aiiﬂ ) 9 ¢ gﬁ)z

(%
_< OR(f) ) +< OR(f m(f))

Ou Ou
:(f+h%<< > + &§f>)

) ((a@;iﬁf ) (aa;iﬂ)j X, %),

Die allgemeine Gleichung folgt wieder durch Polarisation. Holomorphe Abbil-
dungen sind also lokal konform dort wo

(6’3‘(;if))2 N <892<Uf>)2 _ (agiﬂ)? . (agm) L0,

Wie Sie vielleicht aus einer Vorlesung iiber Funktionentheorie wissen, ist f
nicht nur stetig differenzierbar sondern glatt (und sogar analyitsch) sobald f
holomorph ist (die Cauchy-Riemann Gleichungen erfiillt). Insbesondere ist A
auch glatt.

e Satz: Jede reguliire Fliche ist lokal konform #quivalent zu R2.

e Bemerkung: Der Beweis dieses Satzes geht weit iiber diese Vorlesung hinaus.
Man konstruiert im Beweis lokale Koordinatensysteme auf der Flache, so dass
die Koeffizienten der ersten Fundamentalform die Gestalt £ = A\? = G und
F' = 0 haben. Solche Koordinaten heiflen isotherm.

Q
Q| &

QJCQ

19. VORLESUNG AM 4.7.

e Literatur: [dCal, Abschnitt 4.6, Abschnitt 3.4.

e Wir haben im Beweis des Theorema Egregium gesehen, dass man einen ex-
pliziten Ausdruck fiir die GauBKriimmung aus den Koeffizienten der ersten
Fundamentalform finden kann. Hier ist er:

OF 0G (9F8G 0G oG
22 oL o 0 0
UBG-FVK=E <3U ov 2(9u ov 8u 8u)

p (PG _OEOG OEOF | OFOF 0F0G
ou Ov ov Ou ov Ov ou Ov ou Ou
o <8E oG OF OF OF 8E)

ou Ou ou Ov + v v

0*FE P*F  0*G
—2(EG — F? —2
( ) <(%2 Judv * 8.7:2)
Dieser Ausdruck ist unhandlich (17 Summanden) und wir wollen spezielle Ko-
ordinaten verwenden in denen er sich stark vereinfacht. Wenn F' = 0 wére,
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dann (mit nur noch 6 Summanden)

OE0G  0GIOG OEO0G OEOE
22 o _ oL ot | 0L oG oL oL | oLOL
BTG K E(@v av+8u8u) <8u8u+8v 81})
0*E  0°G
—2EG (thW)

Lemma: In einer orthogonalen Parametrisierung gilt

- 1 (8( 1 8E)+6( 1 8G>)

2WVEG \0v \\/EG 0Ov ou \\/EGou ) )"
Beweis: Der Beweis ist eine direkte Rechnung die man am besten bei der
Behauptung (32) beginnt und umformt bis man bei (31) findet.
Bemerkung: Der Vorteil von (32) gegeniiber (31) ist, dass die rechte Seite von
(32) (bis auf den Faktor EG~'/2) die Divergenz eines Vektorfelds ist.
Um zu zeigen, dass es um jeden Punkt einer regulédren Flédche eine orthogonale
Parametrisierung gibt verwendet man Vektorfelder und Losungen der zugehori-
gen Differentialgleichung. Ein paar Erinnerungen und Definitionen werden ge-
braucht.
Definition: Ein glattes Vektorfeld X auf einer reguléiren Fliche S C R3 ist eine
C>-Abbildung

X:5—R?

sodass X (p) € T,S. Sei p € S gegeben. Ein Vektorfeld X definiert ein Anfangs-
wertproblem

Y(t) = X(7(2))
7(0)=p

wobei v : I — S eine glatte Kurve ist. Eine Losung v : I — S ist mazimal
falls fiir jede andere Losung 7 : J — S mit I C J mit (t) = 7(t) fiir alle
t € [ auch J C I folgt.

Bemerkung: Sitze aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen
iibertragen sich fast wortlich auf die betrachtete Situation wenn man eine lokale
Parameterisierung ¢ : U — V/(NS) um p verwendet. Auf ¢(U) hat X die Form

i () =oxa+ox,

fiir glatte Funktionen a, b auf U. Losungen der Differentialgleichung f = (a,b,0)
die in der u,v-Ebene beginnen bleiben dort fiir ihre ganze Lebensdauer. Ins-
besondere liefert dann eine Losung des Anfangswertproblems f = (a,b,0) mit
f(0) = ¢ !(p) eine lokale Losung ¢ o f unseres Originalproblems (33) in S. Wir
fassen die wesentlichen Fakten zusammen.

Erinnerung: Die folgenden Tatsachen kann man zum Beispiel in [WaD] nach-
lesen. Nach dem Satz von Picard-Lindel6f hat jedes solche Anfangwertproblem
eine eindeutig bestimmte, maximale Losung. Die Losung héngt differenzierbar
vom Anfangspunkt ab. Der maximale Definitionsbereich erfiillt folgende Form
einer Stetigkeitsbedingung: Sei p € S und v : I — S eine Losung des Anfangs-
wertproblems. Dann gibt es fiir jede kompakte Teilmenge J C I mit 0 € J eine
Umgebung V; von p sodass der Definitionsbereich der maximalen Losung 7,
des Anfangswertproblems v,(0) = ¢ mit ¢ € V; mindestens auf K definiert ist.
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Dies ermoglicht es, (lokale) Diffeomorphismen zu konstruieren indem man
geeignete Vektorfelder betrachtet. Die Eindeutigkeit von Losungen erlaubt es
verschiedene, lokale Losungen zu einer globalen Lésung zusammen zu stiickeln
(die globale Losung nicht unbeding im Bild einer gegebenen, lokalen Parame-
trisierung).

Lemma: Sei X ein Vektorfeld auf S und p € S sodass X (p) # 0. Dann gibt es
ein lokales Koordinatensystem um p, so dass X, (q) = X(q).

Beweis: Sei 0 : (—¢,6) — S eine glatte Kurve die einen Tangentialvektor &
représentiert der zusammen mit X (p) eine Basis von 7,5 bildet. Wenn € > 0
klein genug ist, gibt es ein § > 0 sodass die Losung des Anfangwertproblems
15(0) = o(s),9s(t) = X(ys(t)) fur (s,t) € (—e,e) x (=6,0) existiert. Man
definiert

p:(—e,e) x(=06,0) — S
(s,t) —> ().
Diese Abbildung ist glatt und es gilt

g_f(o, 0) = &(0) %—f(O, 0) = X(70(t)) = X(p).

Also ist ¢ ein lokaler Diffeomorphismus und (fast bis auf Angabe einer Umge-
bung von p € R?) liefert die gesuchte Parametrisierung, denn

dp d
= = = s t

ot = ar
= X(75(t)) = X(p(s,t)) € Tys.)S
Proposition: Seien Vi, V; Vektorfelder auf S die in p € S linear unabhéngig
sind. Dann gibt es eine lokale Parametrisierung von S um p sodass die Koor-
dinatenvektorfelder X, bzw. X, und V;, V5 kolinear sind.
Beweis: Auf einer Umgebung von p existiert eine glatte Funktion f;, die ent-

lang von FluBlinien von V; konstant ist und deren Gradient in p gerade V5 ist.
Es gibt auch eine analoge Funktion f,. Dann ist

(R

Xy

vns — R?
——
Umgebung von p

q+— (f1(q), f2(q))

Nach Annahme ist dies ein lokaler Diffeomorphismus bei p und die lokale Um-
kehrung liefert die gesuchte lokale Parametrisierung.
Korollar: Sei S eine reguldre Fliche und p € S. Dann gibt es eine lokale
Parametrisierung um p sodass X, und X, senkrecht auf einander stehen.

Der Koeffizient F' der ersten Fundamentalform ist in diesen Koordinaten also
F=0.
Terminologie: Eine lokale Paramatrisierung von S in der F' = 0 gilt heifit
orthogonal.

20. VORLESUNG AM 10.7.

Literatur: [dCa] §4.3 (ohne Vertriglichkeitsbedingungen und daher ohne Satz
von Bonnet), §4.4,
Motivation: Wir betrachten eine Teilmenge S von R3, die keine reguldre
Flache ist, sondern
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1. S ist die Vereinigung von endlich vielen flachen, abgeschlossenen Drei-
ecken mit geraden Kanten, und

2. jede Kante ist der Schnitt von genau zwei Dreiecken,

3. jeder Punkt liegt in Inneren hochstens eines Dreiecks, oder auf einer
gemeinsamen Kante von zwei Dreiecken oder er ist ein Eckpunkt wo
mehrere Dreiecke zusammen treffen,

4. jeder Punkt p in S hat eine Umgebung V', so dass S NV homéomorph
zu einer offenen Teilmenge in R? ist.

Ein solches Objekt ist eine stiickweise flache Fliche, Tangetialrdume gibt es im
Inneren der Dreiecke aber im Allgemeinen nicht an Kanten und Ecken.

Wir wollen nun den Kriimmungsbegriftf iibertragen. Klar ist, dass es die
GauBAbbildung nicht stetig ist, sie eignet sich also nicht besonders. Die Kriimm-
ung einer Fliche verschwindet dort, wo S lokal isometrisch zu einer Ebene ist
(im Sinne, dass Isometrien die Lénge von rektifizierbaren Wegen, die ganz in S
in der Umgebung eines Punktes verlaufen, erhalten).

Insbesondere sollte die Kriimmung bei allen Punkten die im Inneren von
Dreiecken liegen verschwinden. Ebenso an allen Punkten die auf Kanten liegen,
aber nicht Eckpunkte sind (aufklappen). Sei nun p eine Ecke. Wir definieren
die Kriimmung bei p als

K(p) =2m — Z%‘(p),

wobei «a; der Innenwinkel eines der Dreiecke ist, die eine Ecke in p haben (an
dieser Ecke). Insbesondere, wenn K(p) = 0, so ist die Innenwinkelsumme an
der Ecke genau 27. Dies ist eine notwendige Bedingung dafiir, dass S bei p
lokal isometrisch zu einer offenen Teilmenge der Ebene ist. (Die Bedingung ist
auch hinreichend). Wir bezeichnen die Zahl der Dreiecke mit F', die Zahl der
Kanten mit K und die Zahl der Ecken mit E. Dann gilt

Z K(p)=2r-FE — Z a;

p Ecke von S i, alle Winkel
=2n-F—7n-F
=2n-E+4+27-F —-21K
=2m(E - K+ F)
= 2mx(5).

Zu Beginn der Rechnung verwendet man, dass die Innenwinkelsumme im Drei-
eck genau 7 ist. Im vorletzten Schritt haben wir 3F = 2K benutzt (jedes
Dreieck hat drei Kanten, an jede Kante stoBen zwei Dreiecke an einander). Der
letzte Schritt enhélt die Definition der Eulercharakteristik des endlichen sim-
plizialen Komplexes S. Implizit wird hier behauptet, dass x(S) nur von S (bis
auf Homoomorphie), nicht aber von der kombinatorischen Struktur abhéngt.
Dies haben wir (noch) nicht bewiesen, stimmt aber trotzdem.

Der Vorteil der Darstellung £ — K + F = x(5) ist, dass diese Formel auch
dann gilt, wenn nicht alles Flachen Dreiecke sind, sondern man auch Polygone
mit n > 3 Ecken zulafit.

Bemerkung: Wir kehren zuriick zum Studium der inneren Geometrie von
reguldren Fliachen. Dazu erinnern wir an das Theoreme Egregium und die
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Weingarten-Gleichungen die die Koeffizienten a;; in (25) in Termen der ersten
und zweiten Fundamentalform beschreiben.
e Definition: Sei ¢ : U — (V' N .S) ein lokales Koordinatensystem auf S. Dann
definiert man die Christoffel-Symbole Ffj, i,7,k € {1,2} durch
2
gT:j =T, Xy + 1%, X, + LN

=TLX, + %X, + LN

=15, Xy + 15, X, + LyN

—L =T, X, +T5%X, + LsN.
v

Die geometrische Bedeutung der Christoffel-Symbole ist nicht klar. Ein Grund
dafiir ist ihr kompliziertes Transformationsverhalten unter Koordinatenwech-
seln. Wir werden vielleicht noch folgende Tatsache beweisen (vielleicht auch
nicht...): Sei p € S. Dann gibt es ein lokales Koordinatensystem um p, so dass
% (p) = 0 fiir alle 4, j, k.

e Eigenschaften: Nach Skalarmultiplikation mit N erh&lt man die Relationen
Ly =e, Ly = f = Ly, Ly = g. Offenbar gilt wegen X,, = X,, auch Ffj = F?Z
Bildet man die inneren Produkte der ersten Gleichung mit X, X,,, so folgt

1
IHE+THE = (Quu, Xu) = 5B
1

Iy F+THG = (uu, Xy) = F, — 5B
Die Relationen auf der rechten Seite kennen wir aus dem Beweis des Gauf3-
schen Satzes. Weil EG — F? > 0 (das ist eine Konsequenz aus der Cauchy-
Schwarz Ungleichung) ist dieses lineare Gleichungssystem eindeutig l6sbar. Die
Christoffel-Symbole T'};, %, héingen also nur von der ersten Fundamentalform
ab. Analoges gilt fiir die anderen Christoffel-Symbole: Aus der zweiten und der
vierten Gleichung in (34) folgt nach Skalarmultiplikation mit X, X,:

1
F%QE + F%QF = (Puv, Xu) = EEU

1
F12F + F%2G = <§0uv=Xv> = §Gu

1
[0 E + T F = {0y, Xu) = Fy — §Gv
F%QF + F%ZG = <90vvv Xv> = G,.

Diese beiden Gleichungspaare liefern die iibrigen Christoffelsymbole.
e Definition: Sei S eine regulédre Fliache und X ein Vektorfeld auf einer offenen
Teilmenge V von S und v : (—¢,e) — S eine Kurve in V. Dann ist

Pro-u(g x6m)

dt

t=0

die kovariante Ableitung von X entlang v wobei pr : R® — TS die ortho-
gonale Projektion ist.
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Bemerkung: Offenbar hingt die kovariante Ableitung von X nur von X («(t))
auf einer Umg. von ¢ = 0 ab. In einem Koordinatensystem um «(0) gilt mit

a(t) = (u(t), v(t))

(a(e(t)) Xu(a(t)) + b(e(t)) Xo(a(t))) = (a0 @) (0) Xy + (bo a)'(0)X,

+ a(a(0)) (%u(()) " igvo(()))
¢ . 0%

+b((0) ( Si(0) + w@m))

Es ist klar, dass man diesen Ausdruck mit Hilfe der Definition von Christoffel-
symbolen und der GroBen Ly, Lo, L3 in (34) umschreiben kann. Fr die Kovari-
ante Ableitung spielen die Terme, die N enthalten keine Rolle (also auch nicht
die Koeffizienten Li, Lo, L3). Man erhilt

DX
W(O) = ((a 0 @)'(0) + '} au’ + T'jyav’ + Ty bu’ 4 Thyb') X,

+ ((boa)'(0) + I'fjaw + IMyav’ + T3 bu’ + Tibv’) X,
Insbesondere hingt 2X(0) nur von X entlang der Kurve «, der inneren Geo-

metrie von S und &(0) ab. Dies macht die kovariante Ableitung interessant.
Insbesondere kann man folgende Begriffe definieren:

e Definition: Ein Vektorfeld X ist parallel entlang der Kurve « falls %(t) =0.
e Definition: Sei « eine nach Bogenldnge parametrisierte (orientierte) Kurve in

S, S sei auch orientiert und N sei das entsprechende Normalenvektorfeld. Dann
ist pr(y(t)) ein Vielfaches von N x % € T, S. Man definiert die geodétische
Kriimmung x4 von « durch
D
pr(a’ (1)) = I = 1, N x ().
In der Definition (24) auf S. 39 der Normalenkriimmung &, (bis auf das Vor-
zeichen die Lange der Projektion von 4 auf den Normalenvektor. Insbesondere
gilt
o /@'i + Ii;

Beispiel: Die Normalenkriimmung in «(t) einer nach Bogenldnge parametri-
sierten Kurve « in S héingt nur vom Tangenialvektor &(¢) und von S ab. Ins-
besondere ist die Normalenkriimmung einer nach Bogenldnge parametrisierten
Kurve in S? immer 1, die Kriimmung des Breitenkreises mit Breite 3 ist ——

.. sin(8)
(Breite des Nordpols ist 0, am Aquator 7/2). Also gilt

1
sin?(B)

Definition: Eine Kurve v in S ist eine Geodite, falls ihre geodétische Kriimmung
verschwindet, d.h. % = 0.

Bemerkung: Diese Begriffe hingen eng zusammen und sind wichtig. Wir be-
handeln sie leider etwas minimalistisch.

:1—1—53.
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21. VORLESUNG AM 11.7.
e Literatur: [dCa] §4.4 und §4.5

e Definition: Sei V' ein glattes Einheitsvektorfeld entlang einer Kurve v in S.
Dann ist die durch

DW
= = MOV () x W(a(t)))
definierte Funktion der algebraische Wert der kovarianten Ableitung. Man schreibt
DW
— | = At
ESRC

e Lemma: Seien V,W glatte Einheitsvektorfelder entlang einer Kurve v in S
((lokal) orientiert). Dann gilt

] -]

dt dt | dt

wobei ¢ stetig den Winkel zwischen W und V' entlang « ist.
e Beweis: Man setzt V =N x VW = N x W. Dann gilt

W = cos(p)V + sin(p)V
W =N x W = cos(p)V +sin(p)N x (N x V)
= cos(p)V — sin(p)V.
Man differenziert die erste Gleichung nach t und verwendet VL V und V L V'
sowie (V,V) =0, also (V,V) = —(V, V") (differenzicre nach t):
DW —
) - o
= <— sin(p) @'V + cos(@)V' + cos()@'V + sin(@)V, cos(p)V — sin(gp)V>
= ¢+ cos” () (V', V) = sin*(p)(V, V)
=¢' +{V',V)
,  [DV
s

e Proposition: In orthogonalen Koordinaten auf einer orientierten Flache S gilt
fiir ein glattes Einheitsvektorfeld W entlang einer glatten Kurven (u(t), v(t))

pw] 1
[ dt } - 2VEG
wobei ¢ der Winkel ist, der von W und X, eingeschlossen wird.
e Beweis: Wir setzen £ = Xu/\/F, Ey = Xv/\/a. Nach dem Lemma gilt
DW] dp [DE
{7} T { ar ]

d dE
:d—f+<—1,N><E1>

dE,
(=L E
(a)

= ((EV)ut + (E1) V', Ey) .

(36> (Guvl - Evu/> + 90,




(37)
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Weil F' = 0 gilt nach der zweiten Gleichung in (35) auf S. 52 (@yu, X,) = —E, /2.

Also
((Er)u, Ba) = <(\)/(E) 55>

1
<¢uua Xv> + ﬁ<Xua Xv>

o1
ou+/E

Analog erhélt man
1 Gy

2VEG

Definition: Sei R C S eine abgeschlossene Teilmenge einer regulédren Fléche.
R ist einfach, falls R zu einer abgeschlossenen Scheibe homéomorph ist und der
Rand von R in S ist die Vereinigung endlich vieler glatter Kurvenstiicke.
Definition (Randorientierung): Sei S orientiert und R C S eine einfache
Teilmenge. Dann ist die Randorientierung von R der folgende Umlaufsinn von
OR. Eine glatte Kurve o : I — 0R mit a(0) = p ist positiv orientiert falls fiir
einen Tangentialvektor X € 7,5 \ T,0R, der aus R hinauszeigt X, &(0) eine
positive Basis von 7},S ist. Hier bezeichnet T,,0R die Menge der Tangentialvek-
toren in T},5, die tangential an OR sind. Dies macht nur Sinn fiir glatte Punkte
in OR.

Definition: Sei S orientiert und f : S — R glatt. Sei R C S ein kompaktes
Gebiet dass ganz von einem lokalen Koordinatensystem ¢ iiberdeckt wird, d.h.
©(U) D R. Wir fordern, dass ¢ mit der Orientierung von S vertriglich ist.
Dann ist

((E1)y, Ba) =

/ fdA = / f(u,v)VEG — F?dudv
R ¢~ 1(R)

Wie im Fall des Flicheninhalts zeigt man, dass [ r fdA wohldefiniert, d.h. von
der Wahl des Koordinatensystems unabhéngig ist.
Definition: Sei 7 : [0,]] — S eine stetige Kurve. « ist eine einfache, geschlos-
sene, stiickweise requldre, parametrisierte Kurve, falls

1. v(0) = (), ansonsten ist vy injektiv, und

2. es gibt eine Zerlegung 0 = tg < t; < to... < tp < tpr1 = [, sodass

Vits 100 glatt ist.

Die Punkte 7(t;) sind Ecken. An jeder Ecke gibt es zwei glatte Kurven die
aufeinandertreffen und der Winkel zwischen den ihren Tangentialvektoren an
der Ecke ist der Aufenwinkel ¢ € (—m, 7).
Satz von Gaufl-Bonnet (lokale Version): Sei ¢ : U — (VN S) ein or-
thogonales Koordinatensystem auf S und R C (V' N S) eine einfache, abge-
schlossene Teilmenge sodass der Rand von R (als Teilmenge von S) das Bild
einer einfachen, geschlossenen, stiickweise reguldren Kurve v ist. Wir orientie-
ren 7 nach der obigen Konvention (outward normal first) und parametrisieren
v :[0,1] — S nach Bogenlénge. Dann gilt

k

tit1 k
Z/ /sg(s)ds—i—/KdA—l—Zﬁi:Zw.
t R i=0

i=0 /i
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(38)

9<0

9>0

22. VORLESUNG AM 17.7.

e Literatur: [dCa], §4.5
e Einfache Erweiterung vom Umlaufsatz: Sei v eine einfache, geschlossene,

stiickweise regulédre, parametrisierte Kurve. Die totale Variation der Richtung
des Tangentialvektors an «y ist £27 (inklusive Spriinge v;). Wie frither, ist die
Richtung der Winkel ¢ den 4 mit e; = (1,0) einschlieft. Entlang differenzier-
barer Stiicke von v ist klar wie man ¢ so definiert dass die ¢ glatt ist. An
Sprungstellen addiert man den Winkel 9J; wie er eben definiert wurde und setzt
die Konstruktion von ¢ fort.

e Beweis: Wir beginnen mit dem ersten Summanden und (36)

i+1

tit1 tit1 1 t
Ko(S)ds = / ( GV — B ) ds + / 'ds
Z/ =3 [ (G )Jas+ 30 [

Nach dem erweiterten Umlaufsatz gilt

tit1 k
Z/ cp’ds:+27r—219i
i Yt i=0

Das Vorzeichen + ist Konsequenz von der Orientierung und wurde im Beweis
des Umlaufsatzes (unter einer Annahme an die Orientierung der Kurve) be-
stimmt. Der Tangentialvektor 4 hat in Koordinaten die Form (u',v"). Nach
dem Satz von GauB-Green (S. 180 in [Fo3], angewandt auf J(P,Q)7) gilt

[ @u=Pytuto= [ (P.Q)-sas

Angewandt auf B = ¢ '(R) erhilt man aus dem ersten Summenden auf der
rechten Seite im Beweis oben

Z/tm ( ! (—EBu + G v')) ds—/—2 <_—Ev>+3(i) du dv
v \2VEG ’ 5 0v\2v/EG) 0u\2VEG

= —/ KV EGdudv
B

—- [ K
R

wobei man (32) verwendet. Insgesamt folgt die Behauptung.
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e Bemerkung: Keine der Gréflen in (37) nimmt Bezug auf Koordinaten. Im Be-

weis haben wir aber die Annahme gamcht, dass R im Bild eines Orthogonalen
Koordinatensystems liegt. Die macht die lokale Form des Satzes wie wir sie
bis jetzt formuliert haben zu einer wenig schlagkraftigen Aussage. Bevor wir
uns an die globale Form des Satzes wagen (die sich von der lokalen Form eben
darum unterscheided, dass die Annahme das R in einem orthogonalen Koordi-
natensystem liegt, fallen gelassen wird) trotzdem noch eine Anwendung;:
Anwendung: Auf S? betrachten wir ein Polygon P dessen Seiten Segmente
von Groflkreisen (also Geodéten) sind. Dann gilt

AP)=2m =Y ¥,

weil P ganz im Inneren eines orthogonalen Koordinatensystems liegt (stereo-
graphische Projektion) Die Fliche des Polygons ist also durch die Summe der
Innenwinkel festgelegt.
Definition: Eine abgeschlossene Teilmenge R einer reguldren Fliache S ist re-
guldr falls der Rand OR von R in S eine endliche, paarweise disjunkte Vereini-
gung von einfachen, geschlossenen, stiickweise reguldren Kurven ist. Insbeson-
dere ist S selbst reguldr wenn S eine regulidre Fliche ist (dann OR = ().
Definition: Sei R C S regulédr. Eine Triangulierung T von R ist eine Familie
(T})ier (I ist die Indexmenge) von Teilmengen von S, so dass folgende Bedin-
gungen erfiillt sind:
L UuTi=R
2. Fiir alle ¢ € I ist T; einfach (s. Definition auf S. 55).
3. Der Rand OT; von T; in S ist das Bild einer stiickweise glatten Kurve.
Siese Kurve hat genau drei Punkte an denen sie nicht differenzierbar ist.
Diese Punkte sind die Ecken von T;, der Abschluss der glatten Stiicke
sind die Kanten. Die Mengen T; sind Dreiecke.
4. Falls i # j, so ist T; N'T; entweder leer, eine gemeinsame Kante oder eine
gemeinsame Ecke.
5. Die Zerlegung (T;);er ist lokal endlich, d.h. jeder Punkt von S hat eine
Umgebung, die nur endlich viele der T; schneidet.
Wir werden in der Regel nur kompakte, regulire Gebiete betrachten. Dann
besteht eine Triangulierung immer aus endlich vielen Dreiecken.
Beispiel: Aus jedem kompakten, konvexen Polyeder mit endlich vielen Ecken
kann man (nachdem man die Seitenflichen in Dreiecke zerlegt) eine Triangu-
lierung von S? konstruieren, so dass alle Kanten Stiicke von GroBkreisen sind.
Satz: Sei (V});e, eine offene Uberdeckung einer Fliche S und C4, ..., C) eine
Menge paarweise disjunkter, geschlossener, glatter Kurven in S. Dann gibt es
eine Triangulierung (7});c; von S, so dass
— fiir alle 7 € I gibt es ein j(i) so dass T; C Vj;) und
— jede der Kurven Cj ist eine Vereinigung von Kanten von Dreiecken der
Triangulierung.
Wir haben den Beweis nicht diskutiert, er steht (in allgemeinerem Kontext) in
[AhS], Chapter 1, §8.

e Definition: Sei R C S reguldar und kompakt sowie ¥ eine Triangulierung. Wir

bezeichnen die Zahl der Dreiecke mit F', die Zahl der Kanten in .S mit K und
die Zahl der Ecken mit E. Dann ist

X(R)=E—-K+F
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(40)

die Fuler-Charakteristik von T. Wie die Notation suggeriert hingt y(R) auch
wirklich nur von R ab!

Bemerkung: Ist eine Kante der Schnitt 7; N7}, so wird diese Kante nur einmal
gezihlt obwohl sie die Kante zweier Dreiecke ist. Aus der lokalen Endlichkeit
der Triangulierung und der Kompaktheit von R folgt, dass nur endlich viele
Dreiecke R schneiden. Insbesondere sind E, F, K endlich.

Definition: Sei R C S eine regulédre, kompakte Teilmenge von S und f : § —
R glatt. Wir fixieren eine Triangulierung ¥ von R, sodass jedes T; ganz im Bild
einer lokalen Paramterisierung ¢; von S liegt. Dann ist

/fdA Z/ fdA = Z/ (o(u,v))VEG — F? du dv.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung ¢; sowie
der Triangulierung T (Standardaussage aus der Integrationstheorie, s. S. 325 in
[Wa2]).

Satz von Gaufl-Bonnet (globale Version): Sei R C S eine kompakte,
reguldre Teilmenge einer orientierten Fliache S, deren Rand eine endliche Ver-
einigung von stiickweise glatten Kurven C; ist und deren Inneres (in S) eine
reguldre Fldche ist. Die Randkurven sind orientiert als Rand von R (d.h. ein
Tangentialvektor der an einer glatten Stelle von C;(t) aus R hinaus zeigt gefolgt
von Cj(t) ist eine orientierte Basis von Te,»)S). An einem nicht glatten Punkt

von OR bezeichnet ¥; den Winkel (im Bogenmaf}) zwischen den Geschwindig-
keitsvektoren der anliegenden Kanten. Dann gilt

Z/ kg(t)dt+/KdA+Zl91:27rx(R).
i JG R l

Beweis: Jeder Punkt in R hat eine Umgebung die Bild eines orientierten,
orthogonalen Koordinatensystems ist. Daher gibt es eine Triangulierung ¥ =
(T})i=1,..m von R, sodass T; ganz im Bild einer orientierten, orthogonalen Pa-
rametrisierung liegt. Nach der lokalen Form des Satzes von Gauf3-Bonnet gilt
fir R =1,

2 i
Z/ ds+/KdA+Zz9“
=0 /1
fiir das Dreieck T;. Addiert man diese Gleichungen fiir alle Dreiecke und beach-
tet, dass jede innere Kante (nicht Teil von OR) genau zweimal mit verschiedenen
Orientierung auftritt, so folgt:

2
ko(s)ds + | K dA+ 9 = 2rF.
> | Kals) 229
i JCi R i =0

Sei nun p eine Ecke im Inneren von R, und «;(p) die anliegenden Innenwin-
kel, also > «a;(p) = 2m. Es gilt auch 7 — ﬁy) = iy (p) fiir eine zu p hin
orientierte Kante und den Aulenwinkel 195-73 des entsprechenden Dreiecks Ty ;)
(Orientierung!) und den Innenwinkel o j)(p). Dann gilt

2 2
0\ = 3Fm — 2
TRy

Innenwinkel von T; bei t;i)
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Sei K; die Zahl der innenliegenden Kanten (Kante zweier Dreiecke) und K, die
Zahl der Auflenkanten. Dann gilt 3F = 2K; + K,. Die Menge der Ecken zerfillt
auch zwei Klassen, F; innenliegende Ecken und die Ecken am Rand FE,. Nicht
alle auf dem Rand liegenden Ecken sind Knicke von OR, der entsprechende
Knickwinkel 9 ist dann 0. Man beachte K, =FE,. Also

ZZM (2K; + K,)m — (%E +7E, — Zﬁl>
:27TK—27TE+ZQ91
l

Insgesamt folgt die Behauptung

Z/ /ﬁg(s)ds—{—/KdA—I—Z@l—I—QWE—Q?TK:ZWF.
i JGi R !

e Folgerung: Die lokale Form dass Satzes von Gau-Bonnet gilt ohne Annahme
an die Existenz orthogonaler Koordinatensysteme.

23. VORLESUNG AM 18.7.

e Anwendungen auf die Topologie von Flichen

1. Folgerung: Die Eulercharakteristik y(R) héngt nicht von der Wahl der
Triangulierung ab, denn der Ausdruck auf der linken Seite von (40) ist
unabhéngig von der Triangulierung. (Aus jeder Triangulierung von R
erhélt man durch Verfeinerung eine, die im vorangehenden Satz vorkam
ohne die Eulecharakteristik zu dndern. Zum Beispiel durch kristalline
Zerlegung.)

2. Folgerung: Sei S eine geschlossene, orientierte, regulire Flache mit nir-
gends negativer Kriimmung. Dann gilt x(S) > 0.

3. Bemekrung: Die Eulercharakteristik einer regularen Fliche ist eine In-
variante unter Diffeomorphismen (sogar Homéomorphismen) denn dif-
feomorphe Bilder von Triangulierung sind Triangulierungen. Insbesonde-
re sind Flachen mit unterschiedlichen Eulercharakteristiken nicht diffeo-
morph.

4. Folgerung: Fiir die Sphire gilt x(S?) = 2 (man betrachte die runde
Metrik, R = S?,95% = (), mit K = 1). Das ist der Eulersche Polyedersatz.

5. Bemerkung: Man zeigt leicht (durch Verwendung passender Triangu-
lierungen) die Additionsformel fiir die Eulercharakteristik unter zusam-
menhingender Summe: Seien S, S, disjunkte geschlossene Flichen in R3
so dass beie Fliachen durch die nach auflen zeigenden Normalenvektoren
orientiert sind. Dann ist S;#5S5 eine orientierte Flache mit

X(S1#52) = x(S1) + x(S2) — 2.

Insbesondere gilt x(S1#S2) = x(S1), falls Sy diffeomorph zu einer 2-
Sphére ist. Man sieht auch leicht ein, dass dann S zu S7#.S5 homdomorph
ist. Ausgehend von T konstruiert man zusammenhéngende Flichen 3, =
#,T* mit Eulercharakteristik 2 — 2¢ fiir g > 1.

6. Bemerkung: Tatsédchlich gilt: Zwei orientierbare, geschlossene Fléachen
sind genau dann diffeomorph (ebenso homéomorph) falls sie die gleiche



Eulercharakteristik haben. Fiir jede solche Fliache gilt x(S) = 2 — 2g¢ fiir
ein g > 0.
¢ Anwendungen auf die Differenzialgeometrie von Flichen
1. Lemma: Sei S eine Fliche mit K < 0 iiberall. Dann gibt es keine
Geodite, die ein einfaches Gebiet R berandet.
Beweis: Angenommen doch. Die Eulercharakteristik von R ist x(R) = 1.
Nach dem Satz von GauB-Bonnet gilt

/KdA:27T.
R

Die linke Seite ist aber < 0 wahrend die rechte positiv ist.

2. Lemma: Sei S eine Flache mit K < 0 tiberall. Gibt es kein einfaches
Gebiet in S welches von genau zwei Geodétenstiicken berandet wird.
Beweis: Angenommen doch. Seien 9,19, die Knickwinkel. Dann gilt
|¥;] <  sonst stimmen die Geodéten iiberein und R kann nicht homéomorph
zu einer Scheibe sein (sondern zu einem Intervall). Also hat man den Wi-
derspruch

/KdA+l91+192 = 27.
R S——

N’ <27
<0

3. Lemma: Sei S homéomorph zu einem Zylinder und K < 0. Dann gibt
es hochstens eine einfache geschlossene Geodéite.
Beweisskizze: Angenommen es gibt zwei verschiedene 71, v2 (nicht Um-
parametriserungen voneinander). Nach Annahme gibt es einen Homoo-
morphismus f : S — R?\{0}. Dann beranden die Bilder von fo~y, foys
Scheiben in R? die 0 enthalten (nach Lemma 1 oben, Jordan-Schoenflies).
Wenn sich 71, 72 schneiden, so sind sie an den Schnittpunkten nicht tan-
gential zueinander (ein sogenannter transversaler Schnitt) und der Ab-
schlueiner Zusammenhangskomponente des Komplements von Bild(f o
71) UBIld(f 07s) in R? erfiillt die Bedingungen von Lemma 2. Also fiihrt
die Annahme, dass sich die Geodéten 7,7, schneiden zu einem Wider-
spruch.
Also berandet Bild(vy;) UBild(72) einen Kreisring R (mit x(R) = 0). Dies
fithrt zum Widerspruch

0> / K dA = 27y(R) = 0.
R

Also gibt es hochstens eine einfache geschlossene Geodéte.

4. Lemma: Sei S eine orientierbare Fliache mit K > 0 iiberall und v,y
zwei einfache geschlossene Geodétische. Dann ist v, Ny # 0.
Beweis: Wir wissen aus den Ubungen (und beweisen es hoffentlich noch-
mal) dass S zu S? homomorph ist. Wenn 7; und 7, disjunkte Bilder
haben, so ist eine Komponente von S?\ (71 U~2) homdomorph zu einem
Kreisring R mit x(R) = 0. Dies fithrt zum Widerspruch

O</KdA:27rx(R):0.
R

e Literatur: [dCa] §4.5 , wir folgen aber eher [Hol, S. 11 ff.
e Fiir die Eulercharakteristik einer Flache haben wir zwei Zugéinge: Kombina-
torisch durch Betrachtung von Triangulierungen und differenzialgeometrisch
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durch Kriimmungsintegrale (der Satz von Gauf-Bonnet sagt dann, dass beide
Zuginge das gleiche Ergebnis liefern.) Es folgt ein dritter.

e Im folgenden sind alle Flidchen orientierbar (bis etwas anderes gesagt wird).

e Definition: Sei X ein (stetiges) Vektorfeld auf S. Dann ist p € S eine Sin-
gularitit von X falls X(p) = 0. Eine Singularitét p ist isoliert falls es eine
Umgebung V' von p gibt, sodass p die einzige Nullstelle von X ist.

e Erinnerung: s. Lemma auf S. 50.

e Sei p € S eine isolierte Singularitét eines Vektorfelds, V' eine Umgebung von
p in S sodass p die einzige Singularitit von X in V ist. Sei v : R — V
eine T-periodische, einfache, geschlossene, glatte Kurve die eine Scheibe in V
welche p enthélt positiv berandet, d.h. der Umlaufsinn von ~ stimmt mit der
Orientierung als Rand der Scheibe iiberein. Wir nehmen an, dass V' ganz im
Bild einer orientierten lokalen Parametrisierung von S um p liegt. Dann gibt
es eine stetige Funktion 9 : R — R, sodass

X(v(t)) Xu | .

X (1) cos(V(t)) Vi + sin(¥(t)) B
wobe B(q) der eindeutig bestimmete Tangentialvektor von S ist, sodass %(q), B(q)
eine orientierte Orthonormalbasis von 7,5 ist.
Definition: Der Index von X bei der Singularitét p ist
V(T) —9(0)

2 '

Bemerkung: Zu zeigen ist, dass ind(X, p) wohldefiniert ist. Die Unabhéngig-
keit von der Wahl der Parametrisierung von v zeiugt man wie im Fall der Win-
dungszahl. Die Unabhéngigkeit von der Wahl des Koordinatensystems erhlt
man wie folgt: Sei (@, v) ein weiteres Koordinatensystem welches V' iiberdeckt.
Dann gibt es eine Funktion « auf der Scheibe V' (die Aussage das V' eine
Scheibe ist, meint, dass eine Umgebung von V diffeomorph zur Umgebung der
Scheibe in R? ist und zwar so, dass der Diffeomorphismus die Kurve + auf den
Einheitskreis abbildet, und weil die Scheibe in R? konvex ist, erhéilt man die
Existenz von a wie in der Diskussion im Zusammenhang mit dem Umlaufsatz
(Hebungslemma auf S. 11) sodass

Xu—cosozﬁ sin(a(x))B
A ()\@Jr (a(z))B.

Die impliziert B = — sin(oz(v(t))XTZ + cos(a(v(t)))B. Also gilt
E

ind(X, p) =

KO (cos(a(t) cos(a((1))) — sin(@(6) sin(a(7(1)))

+ (cos(9(t)) sin(a((t)) + sin(V(t)) cos(a(y(1)))

Also gilt 9(t) = 9(t) + a(y(t))) und es folgt J(T) — I(0) = ¥(T) — 9(0). Es
ist noch zu zeigen dass ind(X, p) nicht von der Wahl des Weges abhéngt. Dies
folgt aus einer topologischen Tatsache: Je zwei geschlossene Kurven in D?\ {0}
die den Mittelpunkt einmal umlaufen sind homotop durch einfach geschlossene
Kurven. Dies ist eine Konsequenz aus dem Satz von Schoenflies.

Genauer: Seien 7y : [y — D?*\ {0} und 7, : [; — D?*\ {0} zwei einfach
geschlossene, stetige Kurven die 0 einmal umlaufen. Dann gibt es eine stetige
Abbildung H : I x [0,1] — D?\ {0}, so dass H(t,0) = vo(t) und H(-, 1) ist

o=

—~
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eine Umparametrisierung von ;. Seien nun 7, eine Kurve wie oben in einer
Scheibe V5 und v; C V4. Dann homotopiert man 7y, y; zu einer Kurve 4/ die in
Vo N V; liegt und die homotop zu beiden ist. Wihrend der Homotopie dndert
sich der Index nicht. Also ist der Index unabhéngig von der Wahl der Kurve.
Bemerkung: Es ist tatsdchlich irrelevant dass v eine einfache, periodische Kur-
ve ist. Wichtig ist nur, dass v p genau einmal positive umlauft. Wenn man mit
solchen + startet, ist es ein bisschen einfacher weil man nicht sicherstellen muss,
dass alle Kurven die zwischen 7 und ~; interpolieren selber einfach sind. Aber
man muss dann eben definieren was es heifit, dass eine einfache, geschlossene
Kurve p genau einmal positiv umlauft. Man verwendet dazu die Umlaufzahl,
die manche von ihnen aus einer Vorlesung iiber Funktionentheorie kennen (s.
zum Beispiel Abschnitt 6.2. in [J&4]) und kann dann die Anwendung vom Satz
von Schoenflies umgehen. Im Prinzip ist das einfacher, aber es erfordert die
Einfiihrung eines neuen Begriffs.

Satz (Poincaré -Hopf Indexsatz): Sei S eine kompakte, orientierte Fliche
und X ein stetiges Vektorfeld auf S mit isolierten Singularitdten. Dann gilt

> ind(X, p) = x(S).

p Singularitdt von X

Bemerkung: Die Summe auf der linken Seite ist endlich weil die S kompakt
ist, und die Singularitéten isoliert sind.

Beweis: Der Beweis hat zwei Schritte. Zuerst zeigt man, dass fiir zwei Vektor-
felder X, X wie in der Annahme die Indexsumme gleich ist, d.h.

> ind(X,p) = > ind(X, 7).

p Singularitéit von X P Singularitit von X

Im zweiten Schritt konstruiert man ausgehend von einer Triangulierung ein
Vektorfeld X dessen Indexsumme genau die Eulercharackteristik von .S ist.

1. Wir wihlen eine Triangulierung ¥, sodass keine Singularitéit von X oder

X auf einer Kante oder eine Ecke liegt und so, dass 7T, im Bild eines

orientierten Kartengebiets liegt. Falls eine Singularitét p von X im Inne-

ren von T; liegt, so erhdlt man ind(X, p) durch Vergleich von X mit X,
entlang von 7. Falls T; auch eine Singularitit  von X enhilt so ist

ind(X,p) — ind(X, p)

die Zahl der Rotationen die X im Vergleich zu X entlang von v macht:

Falls
XO0) _ X
X((0) = cos(V ﬁ sin (0
|7(7(t))| - (19)@ + (79)8('7/(75))
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so gilt, wenn é—‘,? eine positive Orthonormalbasis ist (definiert iiberall
da wo X #0),
X(v(@) _ (t

[X(y@)

Um die Indexdifferenz ind(X, p) —ind(X, p) zu bestimmen, reicht es also,
den Winkel zwischen X und X zu kennen. Wenn 7 keine Singularitéit
von X enthélt, so kann man trotzdem den Index definieren, er ist dann
einerseits Null und andererseits kann man dann die Rotation von ver-
schiedenen Vektorfeldern entlang Réndern von Dreiecken in ¥ betrach-
ten.

Fiir die Differenz der Indexsummen gilt dann

I 1 —
Z ind(X,p) — Z ind(X,p) = Z gy (totale Variation des Winkels zwischen X, X )

p

i

p
1 Z totale Variation des Winkels zwischen X, X

entlang der orientierten Kante
Kanten, mit beiden Or.

=0

weil jede Kante zweimal als Rand eines Dreiecks von €, also mit verschie-
den Orientierungen, auftritt.
2. Sei T eine Triangulierung so dass jedes Dreieck ganz in ein Kartengebiet
passt. Man wahlt ein Vektorfield so dass
— jede Ecke eine Quelle von X ist, (mit Index 1)
— das Innere jedes Dreiecks enthélt genau eine Singularitét, und diese
Singularitat ist eine Senke (mit Index 1),
— im Inneren jeder Kante gibt es genau eine Singularitit (hyperbo-
lisch, die Vereinigung der stabilen Flufilnien ist die Kante) mit In-

dex —1.
Nach Konstruktion ist die Indexsumme des Vektorfeldes gerade F — K +
F=Xx(9).
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