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Aufgabe 1. [2+2+2 Punkte]

Sei S die durch folgende Parametrisierung gegebene Fläche:

ϕ : (0, 2π)× (0, 2π) −→ R3

(u, v) 7−→ ((cos(u) + 2) cos(v), (cos(u) + 2) sin(v), 2 sin(u)).

Berechnen Sie die erste und die zweite Fundamentalform von S. Bestimmen Sie alle Punkte auf
S, in welchem die Gauß-Krümmung K positiv ist.

Es gilt:

ϕu = (− sin(u) cos(v),− sin(u) sin(v), 2 cos(u))

ϕv = (− sin(v)(cos(u) + 2), cos(v)(cos(u) + 2), 0)

Damit gilt

E = 〈ϕu, ϕu〉
= sin2(u) cos2(v) + sin2(u) sin2(v) + 4 cos2(u)

= 1 + 3 cos2(u)

F = 〈ϕu, ϕv〉
= sin(u) sin(v) cos(v)(cos(u) + 2)− sin(u) cos(v) sin(v)(cos(u) + 2)

= 0

G = 〈ϕv, ϕv〉
= sin2(v)(cos(u) + 2)2 + cos2(v)(cos(u) + 2)2

= (cos(u) + 2)2

sowie

ϕu × ϕv =

 −2 cos(u) cos(v)(cos(u) + 2)
−2 cos(u) sin(v)(cos(u) + 2)

− sin(u) cos2(v)(cos(u) + 2)− sin(u) sin2(v)(cos(u) + 2)


=

 −2 cos(u) cos(v)(cos(u) + 2)
−2 cos(u) sin(v)(cos(u) + 2)

− sin(u)(cos(u) + 2)


‖ϕu × ϕv‖2 = (cos(u) + 2)2(4 cos2(u) cos2(v) + 4 cos2(u) sin2(v) + sin2(u))

= (cos(u) + 2)2(4 cos2(u) + sin2(u))

= (cos(u) + 2)2(3 cos2(u) + 1)

N =
ϕu × ϕv
‖ϕu × ϕv‖

=
1

(cos(u) + 2)
√

(3 cos2(u) + 1)

 −2 cos(u) cos(v)
−2 cos(u) sin(v)

− sin(u)


ϕuu = (− cos(u) cos(v),− cos(u) sin(v),−2 sin(u))

ϕuv = (sin(u) sin(v),− sin(u) cos(v), 0)

ϕvv = (− cos(v)(cos(u) + 2),− sin(v)(cos(u) + 2), 0)



und so, mit C = 1

(cos(u)+2)
√

(3 cos2(u)+1)
:

e = 〈N,ϕuu〉
= C · (2 cos2(u) cos2(v) + 2 cos2(u) sin2(v) + 2 sin2(u))

= C · (2 cos2(u) + 2 sin2(u))

= 2C

f = 〈N,ϕuv〉
= 0

g = 〈N,ϕvv〉
= C · (cos(u) + 2) · (2 cos(u) cos2(v) + 2 cos(u) sin2(v))

= C · (cos(u) + 2) · (2 cos(u))

K =
eg − f 2

EG− F 2

=
4C2 · (cos(u) + 2) · cos(u)

(1 + 3 cos2(u))(cos(u) + 2)2

Da 4C2, cos(u) + 2 und der Nenner immer größer null sind ist also K > 0 gdw cos(u) > 0 d.h.
für u ∈ (0, π/2) ∪ (3π/2, 2π), v ∈ (0, 2π).



Name:

Aufgabe 2. [2+2 Punkte]

Entscheiden Sie in den folgenden Fällen für welche a ∈ R die Menge

f−1(a) = {(x, y, z) ∈ R3 | f(x, y, z) = a}

eine reguläre Fläche ist.

1. f(x, y, z) = xy

2. f(x, y, z) = (x2 + y2 + z2)z

Zu 1.: Es gilt ∇f(x, y, z) = (y, x, 0) und damit ∇f(x, y, z) = 0 ⇔ x = y = 0. Also ist jeder
Wert a ∈ R−{0} regulär und damit f−1(a) eine reguläre Fläche nach dem Satz vom regulären
Wert. Für a = 0 ist das Urbild gegeben als L0 := f−1(0) = {(x, y, z) ∈ R3 | x = 0}∪{(x, y, z) ∈
R3 | y = 0}. In einer Umgebung von (0, 0, 0) ist diese Menge kein Graph über einer der Ko-
ordinatenebenen, da für die Projektionen pr : L0 −→ E, für E die xy, xz oder yz-Ebene,
auf einer beliebig kleinen Umgebung von (0, 0, 0) nicht injektiv sind (z.B. enthält L0 alle drei
Koordinatenachsen). Also kann L0 keine reguläre Fläche sein.

Zu 2.: Es gilt ∇f(x, y, z) = (2xz, 2yz, x2 + y2 + 3z2). Also ∇f(x, y, z) = 0 ⇔ x = y = z = 0.
Damit sind alle a ∈ R3−{0} reguläre Werte und damit f−1(a) reguläre Flächen nach dem Satz
vom regulären Wert. Für a = 0 ist f−1(0) = {(x, y, z) ∈ R3 | z = 0} eine Ebene und damit eine
reguläre Fläche. (z.B. globale Karte (u, v) 7−→ (u, v, 0)).
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Aufgabe 3. [1+2+2 Punkte]

1. Formulieren Sie das theorema egregium von Gauß.

2. Wir betrachten die Rotationsflächen

S0 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = 1}
S1 = {(x, y, z) ∈ R3 |x2 + y2 = 1 + z2}.

Geben Sie einen Diffeomorphismus ψ0 : S0 −→ S1 an.

3. Warum gibt es keine Isometrie ψ̂ : S0 −→ S1?

Zu 1.: Für eine reguläre Fläche S ⊆ R3 hängt die Gaußkrümmung K nur von der ersten Fun-
damentalform ab. Varianten: K kann aus E,F,G (und deren Ableitungen) berechnet werden.
Oder: Für zwei Parametrisierungen ϕ, ϕ′ von regulären Flächen S, S ′, die E = E ′, F = F ′, G =
G′ erfüllen gilt auch K = K ′. Skript: K hängt nur von der ersten Fundamentalform ab.

Zu 2.: Sei
ψ0(x, y, z) := (

√
1 + z2x,

√
1 + z2y, z)

mit Umkehrabbildung

ψ1(x, y, z) :=

(
1√

1 + z2
x,

1√
1 + z2

y, z

)
.

Diese sind wohldefiniert (d.h. imψ0 ⊆ S1 und imψ1 ⊆ S0): z.B. gilt für (x, y, z) ∈ S0 dass
(
√

1 + z2x)2 + (
√

1 + z2y)2 = (1 + z2)(x2 + y2) = 1 + z2 und analog für ψ1. Da ψ0, ψ1 auf ganz
R3 differenzierbare Abbildungen sind, ist insbesondere ihre Verknüpfung mit einer beliebigen
Parametrisierung (die ja eine glatte Abbildung von einer offenen Teilmenge U ⊆ R2 nach R3

ist) differenzierbar auf dem Definitionsbereich U und damit sind ψ0, ψ1 differenzierbare Abbil-
dungen auf S0, S1. (Alternative: Gib konkrete Parametrisierungen ϕ0, ϕ1 an und stelle dann fest
dass die Verknüpfung ψi ◦ ϕi differenzierbar ist).

Zu 3.: Wenn es eine Isometrie ψ̂ gäbe, würden für je zwei Punkte p, ψ̂(p) die ersten Fundamen-
talformen und damit, nach dem Theorema Egregium, die Krümmungen übereinstimmen.

Aber: Der Zylinder S0 ist lokal isometrisch zur Ebene, hat also insbesondere K = 0 überall.
Für das Hyperboloid S1 haben bspw die Punkte mit z = 0 negative Gaußkrümmung, was
man sehen kann indem man das Vorzeichen der Normalenkrümmung entlang des horizontalen
Kreises x2 +y2 = 1 mit dem der in Richtung (0, 0, 1) vergleicht. (Entweder Bilder oder explizite
Rechnung).
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Aufgabe 4. [4 Punkte]

Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche, f : S −→ R glatt und p so dass dfp 6= 0. Zeige, dass es eine
lokale Parametrisierung ϕ : U −→ (V ∩ S) um p gibt, so dass f(ϕ(u, v)) = u.

Wähle eine beliebige Parametrisierung ψ : Ũ −→ (Ṽ ∩ S) um p = ψ(q) mit q = (uq, vq). Da
dfp 6= 0 ist d(f ◦ψ)q = ((f ◦ψ)u, (f ◦ψ)v) 6= 0. Nehmen wir zunächst an dass (f ◦ψ)u 6= 0. Dann
definiere F : Ũ −→ R2 als F (u, v) = (f ◦ ψ, v). Nach Konstruktion hat dFq Rang zwei. Damit
gibt es nach dem Umkehrsatz Umgebungen U ′ ⊆ Ũ von q bzw. V ′ ⊆ R2 von (f(p), vq) und eine
Abbildung G : V ′ −→ U ′ mit F ◦G(u, v) = (u, v). Setzt man also (ϕ,U) := (ψ ◦G, V ′), so gilt
die Behauptung (mit V := Ṽ \ϕ(U\U ′)).

Falls zuvor (f ◦ ψ)u = 0 galt, ersetze ψ(u, v) durch ψ̃ := ψ ◦ h mit h(u, v) = (v, u).
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Aufgabe 5. [1+1+2+2 Punkte]

1. Sei S ⊂ R3 eine reguläre Fläche. Was heißt es, dass S orientierbar ist.

2. Skizzieren Sie ein Beispiel einer nicht-orientierbaren regulären Fläche S ⊂ R3 (ohne Be-
gründung).

3. Beweisen Sie, dass der Zylinder Z = {(x, y, z) | x2 + y2 = 1} ⊂ R3 orientierbar ist.

4. Geben Sie einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus von Z nach Z an.

Zu 1.: S is orientierbar wenn es eine Familie {(ϕi, Ui)}i∈I gibt, sodass S =
⋃
i∈I = ϕi(Ui) und

fr alle i, j ∈ I giltdetD(ϕ−1
i ◦ ϕj) > 0 überall.

Äquivalent: S heißt orientierbar falls es ein stetiges Normalenvektorfeld gibt. D.h. eine stetige
Abbildung N : S −→ R3 mit N(p) ⊥ TpS und ‖N(p)‖ = 1 für alle p ∈ S.

Zu 2.: Bild vom Möbiusband.

Zu 3.: Option 1: Urbild vom regulären Wert 1 der Funktion (x, y, z) 7−→ x2 + y2 und Urbilder
von regulären Werten sind wie in VL gesehen immer orientierbar.
Option 2: Parametrisierung. Z = ϕ(R × R) für ϕ(u, v) = (cosu, sinu, v). ϕ1 und ϕ2 seien
Einschränkungen auf (0, 2π) × R und (π, 3π). Dann ist ϕ−1

1 ◦ ϕ2 = Id und hat damit positive
Jakobi-determinante. Option 3: Nutze Parametrisierung(en) um Normalenvektor zu berechnen
(dann muss man Stetigkeit prüfen)

Zu 4.: Sei ψ(x, y, z) = (−x, y, z). Dies ist eine differenzierbare Abbildung R3 −→ R3 die ψ2 = Id
erfüllt, insbesondere ist sie ein Diffeomorphismus von R3 auf sich selbst. Außerdem ist ψ(Z) ⊆ Z
und damit schränkt sich ψ zu einem Diffeomorphismus von Z ein. (Alternativ kann man hier
auch ψ ◦ ϕ hinschreiben und feststellen dass das diffbar ist.)

Außerdem ist für ein beliebigen Definitionsbereich wo das Sinn ergibt ϕ−1 ◦ ψ ◦ ϕ(u, v) =
ϕ−1(− cos(u), sin(u), v) = ϕ−1(cos(π − u), sin(π − u), v) = (π − u, v) und dies hat negative
Jakobideterminante.
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Aufgabe 6. [3+2 Punkte]

Sei f : R2 −→ R eine glatte Funktion und Γf der Graph von f .

1. Wir nehmen an, dass f kompakten Träger hat, d.h. f ≡ 0 außerhalb eines Balles BR(0) ⊂
R2. Zeige mit Hilfe des Satzes von Gauß-Bonnet, dass es auf Γf Punkte mit negativer
Krümmung gibt genau dann, wenn es auch Punkte mit positiver Krümmung gibt.

2. Begründe, dass Γf für f(u, v) = u2 + v2 keine Punkte negativer Krümmung hat. Dies
erfordert keine explizite Berechnung der Gauß-Krümmung!

Betrachte R2 als xy-Ebene in R3 mit Normalenvektor N = (1, 0, 0). Sei γ(t) = (r cos t
r
, r sin t

r
, 0)

ein nach Bogenlänge parametrisierter Kreis in der Ebene mit Radius r > R und sei D die Kreis-
scheibe die von γ berandet wird. Nach Voraussetzung liegt γ auf Γf und in allen Punkten von

R2\D̊ stimmt Γf mit der xy-Ebene überein und es gilt daher K = 0. Interessant sind also die
Punkte in ΓD := Γf |D̊ .

Die zweite Ableitung von γ ist γ̈(t) = (−1/r cos(t/r),−1/r sin(t/r), 0) und steht senkrecht auf
N . Die geodätische Krümmung ist daher bestimmt durch γ̈(t) = κg(t)N × γ̇(t). Da N × γ̇ =
(− cos(t/r),− sin(t/r), 0), ist kg(t) = 1/r.

Schlielich ist D diffeomorph zu ΓD und es gilt daher χ(ΓD) = χ(D) = 1. Damit gilt nach
Gauß-Bonnet

2π = 2πχ(D) =

∫ 2πr

0

kg(t)dt+

∫
ΓD

KdA = 2π +

∫
ΓD

KdA

Also muss
∫

ΓD
KdA = 0 sein und damit entweder K = 0 oder, wegen der Stetigkeit von K,

muss es sowohl Punkte mit positivem K als auch solche mit negativem K geben.

(Alternativ könnte man statt einem Kreis auch ein sehr großes Viereck nehmen. In diesem Fall
sind die Kanten Geodäten. Beim Satz von GB verschwindet also der Term mit der geodätischen
Krümmung, dafür bekommt man die Innenwinkelsumme 2π.)

Bei einem Punkt mit negativer Gaußkrümmung liegt die Fläche in einer kleinen Umgebung auf
beiden Seiten des Tangentialraums. Dies ist hier nicht der Fall, sie liegt immer auf einer Seite
des Tangentialraums. Explizit nachgerechnet: Parametrisierung ϕ(u, v) = (u, v, f(u, v))

ϕu = (1, 0, 2u)

ϕv = (0, 1, 2v)

N(u, v) =
1

1 + 4u2 + 4v2
(−2u,−2v, 1)

〈(u− u0, v − v0, v, u
2 + v2 − u2

0 − v2
0), (−2u0,−2v0, 1)〉 = −2uu0 + 2u2

0 − 2vv0 + 2v2
0 + u2 + v2 − u2

0 − v2
0

= −2uu0 − 2vv0 + u2
0 + v2

0 + u2 + v2

= (u− u0)2 + (v − v0)2 ≥ 0

d.h. Die Fläche liegt ganz auf einer Seite der Tangentialebene.
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Aufgabe 7. [1+2 Punkte]

Sei γ : R −→ R2, t 7−→ (γ1(t), γ2(t)) eine glatte, nach Bogenlänge parametrisierte Kurve von
Periode T > 0.

1. Man gebe die Definition der Windungszahl nγ an.

2. Sei

γ̃ : R −→ R2

t 7−→
(

γ1(t)
−γ2(t)

)
.

Man beweise oder widerlege: nγ = nγ̃

Zu 1.: Sei θ(t) eine stetige Funktion von R −→ R sodass γ̇(t) = (cos(θ(t)), sin(θ(t))). Dann ist

die Windungszahl nγ = θ(T )−θ(0)
2π

.

Zu 2.: Sei θ(t) Funktion wie bei 1 für γ. Es gilt ˙̃γ(t) = (γ̇1(t),−γ̇2(t)) = (cos(θ(t)),− sin(θ(t)) =
(cos(−θ(t)), sin(−θ(t))) Also ist θ̃(t) := −θ(t) eine Funktion wie unter 1 für γ̃. Damit ist

nγ̃ = −θ(T )+θ(0)
2π

= −nγ. Die Aussage nγ = nγ̃ ist also im Allgemeinen falsch. (sie stimmt nur
falls die Umlaufzahl =0 ist, das muss aber nicht extra erwähnt werden.)
Alternativ kann man auch eine konkrete Kurve als Gegenbeispiel angeben.
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