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Aufgabe 1. [242+42 Punkte]

Sei S die durch folgende Parametrisierung gegebene Flache:
¢ :(0,27) x (0,27) — R?
(u,v) — ((cos(u) 4 2) cos(v), (cos(u) + 2) sin(v), 2 sin(u)).

Berechnen Sie die erste und die zweite Fundamentalform von S. Bestimmen Sie alle Punkte auf
S, in welchem die Gaufl-Kriimmung K positiv ist.

Es gilt:
0y = (—sin(u) cos(v), — sin(u) sin(v), 2 cos(u))
0y = (—sin(v)(cos(u) + 2), cos(v)(cos(u) + 2),0)
Damit gilt
E = (¢u, pu)
= sin®(u) cos®(v) + sin®(u) sin®(v) + 4 cos®(u)
=1+ 3cos®(u)
F = <§0ua 90v>
= sin(u) sin(v) cos(v)(cos(u) + 2) — sin(u) cos(v) sin(v)(cos(u) + 2)
=0
G = <90v7 90v>
= sin®(v)(cos(u) + 2)* + cos?(v)(cos(u) + 2)?
= (cos(u) + 2)?

0w X @ol|* = (cos(u) + 2)*(4 cos®(u) cos?(v) + 4 cos?(u) sin?(v) + sin®(u))
= (cos(u) + 2)*(4 cos?(u) + sin®(u))
= (cos(u) + 2)*(3 cos®(u) + 1)
_ Pu X Py
R
- 1 _QQZZSSZ Z(ffl 5
 (cos(u) + 2 )v/ (3 cos?(u ~sin(u)

Yuw = (— cos(u) cos(v), — cos(u) sin v) —2sin(u

Yup = (sin(u) sin(v), — sin(u) cos(v), 0)

oo = (= cos(v)(cos(u) + 2), —sin(v)(cos(u) + 2),0)



1 .
(cos(u)+2)\/(3 cos2(u)+1)

€= <N7 @uu)

= C - (2cos?(u) cos?(v) + 2 cos®(u) sin?(v) + 2sin*(u))
= O - (2cos?(u) + 2sin*(u))

und so, mit C' =

=2C
f= (N, puw)
=0
g = (N, ow)

= C - (cos(u) +2) - (2 cos(u) cos®(v) + 2 cos(u) sin®(v))
= C - (cos(u) +2) - (2 cos(u))
eg — f?
ey
_ AC? - (cos(u) +2) - cos(u)
(1 4+ 3cos?(u))(cos(u) + 2)?

Da 4C?, cos(u) + 2 und der Nenner immer groBer null sind ist also K > 0 gdw cos(u) > 0 d.h.
fir u € (0,7/2) U (37/2,27), v € (0, 27).
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Aufgabe 2. [2+2 Punkte]

Entscheiden Sie in den folgenden Féllen fiir welche a € R die Menge

@) ={(z,y,2) €R?| f(z,y,2) = a}
eine reguldre Fliche ist.

1. flz,y,2) =xy
2. flx,y,2) = (22 + 192+ 2%)2

Zu 1.: Es gilt Vf(z,y,2) = (y,2,0) und damit Vf(z,y,2) = 0 < =z = y = 0. Also ist jeder
Wert a € R — {0} reguliir und damit f~!(a) eine regulére Fliche nach dem Satz vom reguliren
Wert. Fiir a = 0 ist das Urbild gegeben als Ly := f~1(0) = {(z,y,2) € R® | 2 = 0} U{(x,y,2) €
R? | y = 0}. In einer Umgebung von (0,0,0) ist diese Menge kein Graph iiber einer der Ko-
ordinatenebenen, da fiir die Projektionen pr : Ly — FE, fiir F die xy, xz oder yz-Ebene,
auf einer beliebig kleinen Umgebung von (0,0, 0) nicht injektiv sind (z.B. enthélt Ly alle drei
Koordinatenachsen). Also kann Lj keine regulire Fldche sein.

Zu 2.: Es gilt Vf(z,y,2) = (2xz,2yz, 2% + y? + 32%). Also Vf(z,y,2) =0 & 2=y =2=0.
Damit sind alle a € R® — {0} reguliire Werte und damit f~!(a) regulire Flichen nach dem Satz
vom reguliren Wert. Fiir a = 0 ist f~1(0) = {(z,y,2) € R* | 2z = 0} eine Ebene und damit eine
regulére Fliache. (z.B. globale Karte (u,v) — (u,v,0)).
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Aufgabe 3. [14242 Punkte]

1. Formulieren Sie das theorema egregium von Gauf.

2. Wir betrachten die Rotationsflachen

So = {(z,y,2) € R |2® +y* = 1}
S ={(z,y,2) e R¥|2® + 9> =1+ 2*}.
Geben Sie einen Diffeomorphismus 1 : Sg — 57 an.

3. Warum gibt es keine Isometrie ’Q/ZJ\ 2 So — 517

Zu 1.: Fiir eine reguliire Fliche S C R? hingt die GauBkriimmung K nur von der ersten Fun-
damentalform ab. Varianten: K kann aus E, F, G (und deren Ableitungen) berechnet werden.
Oder: Fiir zwei Parametrisierungen ¢, ¢’ von regularen Flichen S, S, die F = E'\F = F',G =
G’ erfiillen gilt auch K = K'. Skript: K hangt nur von der ersten Fundamentalform ab.

Zu 2.: Sel

Yo(z,y, 2) = (V1 + 222, V1 + 2%y, 2)
mit Umkehrabbildung

e —2)

T, Y, 2) = x, 2

ey V1+ 22 \/1+z2y

Diese sind wohldefiniert (d.h. imy C Sy und imy; C Sp): z.B. gilt fir (z,y,2) € Sy dass
(V1+222)* + (V1 + 22y)? = (14 2%)(2* + y?) = 1 + 2? und analog fiir ¢1. Da vy, ¢ auf ganz
R3 differenzierbare Abbildungen sind, ist insbesondere ihre Verkniipfung mit einer beliebigen
Parametrisierung (die ja eine glatte Abbildung von einer offenen Teilmenge U C R? nach R?
ist) differenzierbar auf dem Definitionsbereich U und damit sind )y, ¢, differenzierbare Abbil-
dungen auf Sp, S;. (Alternative: Gib konkrete Parametrisierungen ¢y, ¢; an und stelle dann fest
dass die Verkniipfung 1; o ; differenzierbar ist).

Zu 3.: Wenn es eine [sometrie QZ gabe, wiirden fiir je zwei Punkte p, 1Z (p) die ersten Fundamen-
talformen und damit, nach dem Theorema Egregium, die Kriimmungen {ibereinstimmen.

Aber: Der Zylinder S ist lokal isometrisch zur Ebene, hat also insbesondere K = 0 iiberall.
Fiir das Hyperboloid S; haben bspw die Punkte mit z = 0 negative GauBkriimmung, was
man sehen kann indem man das Vorzeichen der Normalenkriimmung entlang des horizontalen
Kreises x? + 4% = 1 mit dem der in Richtung (0, 0, 1) vergleicht. (Entweder Bilder oder explizite
Rechnung).



Fortsetzung Aufgabe 3




Name:

Aufgabe 4. [4 Punkte]

Sei S C R? eine reguldre Fliche, f : S — R glatt und p so dass df, # 0. Zeige, dass es eine
lokale Parametrisierung ¢ : U — (V' N S) um p gibt, so dass f(¢o(u,v)) = u.

Wiihle eine beliebige Parametrisierung ¢ : U — (V N S) um p = 9(q) mit ¢ = (uy,v,). Da
df, # 0ist d(fo), = ((fov)u, (fo1),) # 0. Nehmen wir zunéchst an dass (f o), # 0. Dann
definiere F : U —» R? als F(u,v) = (f o4,v). Nach Konstruktion hat dF, Rang zwei. Damit
gibt es nach dem Umkehrsatz Umgebungen U’ C U von ¢ bzw. V' C R? von (f(p), v,) und eine
Abbildung G : V! — U’ mit F o G(u,v) = (u,v). Setzt man also (p,U) := (¢ o G, V"), so gilt
die Behauptung (mit V := V\p(U\U")).

Falls zuvor (f o), = 0 galt, ersetze 1(u,v) durch ¢ := 1) o h mit h(u,v) = (v,u).
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Aufgabe 5. [14+14-2+2 Punkte]

1. Sei S C R? eine regulire Fliche. Was heifit es, dass S orientierbar ist.

2. Skizzieren Sie ein Beispiel einer nicht-orientierbaren reguliren Fliche S C R? (ohne Be-
grilndung).

3. Beweisen Sie, dass der Zylinder Z = {(z,y, 2) | 2* + y* = 1} C R? orientierbar ist.

4. Geben Sie einen orientierungsumkehrenden Diffeomorphismus von Z nach Z an.

Zu 1.: S is orientierbar wenn es eine Familie {(y;, U;) }icr gibt, sodass S = |J,.; = ¢i(U;) und
fr alle i, € I giltdet D(y; ' o ©;) > 0 tberall.

Aquivalent: S heifit orientierbar falls es ein stetiges Normalenvektorfeld gibt. D.h. eine stetige
Abbildung N : S — R® mit N(p) L 7,5 und ||[N(p)|| =1 fiir alle p € S.

Zu 2.: Bild vom Mobiusband.

Zu 3.: Option 1: Urbild vom reguliiren Wert 1 der Funktion (z,v, z) — 2 + 3* und Urbilder
von reguldren Werten sind wie in VL gesehen immer orientierbar.

Option 2: Parametrisierung. Z = (R x R) fir ¢(u,v) = (cosu,sinu,v). ¢; und ¢y seien
Einschrinkungen auf (0,27) x R und (7, 37). Dann ist ¢, o ¢s = Id und hat damit positive
Jakobi-determinante. Option 3: Nutze Parametrisierung(en) um Normalenvektor zu berechnen
(dann muss man Stetigkeit priifen)

Zu 4.: Sei ¢(x,y, z) = (—x,vy, 2). Dies ist eine differenzierbare Abbildung R* — R3 die ¢? = Id
erfiillt, insbesondere ist sie ein Diffeomorphismus von R3 auf sich selbst. Auflerdem ist ¢(Z) C Z
und damit schriankt sich ¢ zu einem Diffeomorphismus von Z ein. (Alternativ kann man hier
auch 1 o ¢ hinschreiben und feststellen dass das diffbar ist.)

AuBerdem ist fiir ein beliebigen Definitionsbereich wo das Sinn ergibt ¢! o ¥ o p(u,v) =
@ (= cos(u),sin(u),v) = ¢ (cos(r — u),sin(r — u),v) = (7 — u,v) und dies hat negative
Jakobideterminante.
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Aufgabe 6. [3+2 Punkte]

Sei f: R? — R eine glatte Funktion und I'; der Graph von f.

1. Wir nehmen an, dass f kompakten Tréger hat, d.h. f = 0 auflerhalb eines Balles Bz(0) C
R?. Zeige mit Hilfe des Satzes von Gaufi-Bonnet, dass es auf 'y Punkte mit negativer
Kriimmung gibt genau dann, wenn es auch Punkte mit positiver Kriitmmung gibt.

2. Begriinde, dass I'; fiir f(u,v) = u? + v? keine Punkte negativer Kriimmung hat. Dies
erfordert keine explizite Berechnung der Gauf-Kriimmung!

Betrachte R? als zy-Ebene in R? mit Normalenvektor N = (1,0,0). Sei y(t) = (rcos £, rsin £,0)
ein nach Bogenlédnge parametrisierter Kreis in der Ebene mit Radius » > R und sei D die Kreis-
scheibe die von v berandet wird. Nach Voraussetzung liegt v auf I'y und in allen Punkten von
RQ\ZO) stimmt I'y mit der zy-Ebene iiberein und es gilt daher K = 0. Interessant sind also die
Punkte in I'p := Ff|]5.

Die zweite Ableitung von =y ist ¥(t) = (—1/r cos(t/r), —1/rsin(t/r),0) und steht senkrecht auf
N. Die geodatische Kriimmung ist daher bestimmt durch %(¢) = r4(t)N x 4(t). Da N x § =
(—cos(t/r), —sin(t/r),0), ist k,(t) = 1/r.

Schlielich ist D diffeomorph zu I'p und es gilt daher x(I'p) = x(D) = 1. Damit gilt nach
Gauf-Bonnet

27r
21 =27mx(D) = / kq(t)dt + KdA =27 + KdA
0 I'p I'p
Also muss fFD KdA = 0 sein und damit entweder K = 0 oder, wegen der Stetigkeit von K,
muss es sowohl Punkte mit positivem K als auch solche mit negativem K geben.

(Alternativ konnte man statt einem Kreis auch ein sehr groes Viereck nehmen. In diesem Fall
sind die Kanten Geodéten. Beim Satz von GB verschwindet also der Term mit der geodétischen
Kriimmung, dafiir bekommt man die Innenwinkelsumme 27.)

Bei einem Punkt mit negativer Gaulkriimmung liegt die Fldache in einer kleinen Umgebung auf
beiden Seiten des Tangentialraums. Dies ist hier nicht der Fall, sie liegt immer auf einer Seite
des Tangentialraums. Explizit nachgerechnet: Parametrisierung ¢(u,v) = (u, v, f(u,v))

wu = (1,0,2u)
vy = (0,1, 20)
1
N(U,, 'U) = m(—QU, —2’0, 1)
U v
{((u — ug, v — vy, v, u? 4+ 0% — ug — US), (—2ug, —2v9, 1)) = —2uug + 2u§ — 2uvg + 21)3 +u? 4+ 0% — ug — vg

—2uug — 2009 + uf + vy + u® + v
= (u—up)*+ (v —19)* >0

d.h. Die Flache liegt ganz auf einer Seite der Tangentialebene.
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Aufgabe 7. [142 Punkte]

Sei v : R — R2% ¢t — (71(t),72(t)) eine glatte, nach Bogenlinge parametrisierte Kurve von
Periode T' > 0.

1. Man gebe die Definition der Windungszahl n., an.

2. Sei

Man beweise oder widerlege: n, = ny

Zu 1.: Sei 0(t) eine stetige Funktion von R — R sodass #(t) = (cos(6(t)),sin(0(t))). Dann ist

die Windungszahl n., = w.

Zu 2.: Sei 6(t) Funktion wie bei 1 fiir v. Es gilt (t) = (31(), —=%2(t)) = (cos(6(t)), —sin(A(t)) =

(cos(—0(t)), sin(—0(t))) Also ist 6(t) := —6(t) eine Funktion wie unter 1 fiir 4. Damit ist
ny = W = —n,,. Die Aussage n, = ns ist also im Allgemeinen falsch. (sie stimmt nur

falls die Umlaufzahl =0 ist, das muss aber nicht extra erwidhnt werden.)
Alternativ kann man auch eine konkrete Kurve als Gegenbeispiel angeben.
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