Vorlesung Spieltheorie
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1 Vorbemerkung und Verhandlungsspiel

Im Laufe der Vorlesung ist uns schon mehrfach der Begriff “Nash-Gleichgewicht”
als Losung eines Spiels begegnet. Dieser fiihrt aber nicht immer zum gewiinsch-
ten Ergebnis und sollte deswegen noch verfeinert werden. Eine Variante und Ver-
schirfung des Losungskonzepts “Nash-Gleichgewicht” ist der Begriff des “teil-
spielperfekten Nash-Gleichgewichts”. Mit Hilfe dieses Begriffs kénnen nicht
plausible Nash-Gleichgewichte (z.B. “unglaubwiirdige Drohung” im Affenspiel
vgl. Lektion 2) ausgeschlossen werden.



1.1 Verhandlungsspiel:

X C R"™ sei ein kompakter und konvexer Strategieraum. Spieler 1 und 2 ver-
handeln, dass x € X beschlossen wird. Ein Spieler schligt seine Wahl vor, der
andere Spieler kann nun annehmen, dann ist das Spiel beendet, oder ablehnen,
dann kann er einen Gegenvorschlag machen. Das Spiel endet entweder mit ei-
nem definitiv von beiden Seiten akzeptierten Vorschlag z € X, oder es wird
unendlich oft fortgesetzt. Im zweiten Fall gilt die Verhandlung als gescheitert,
das Ergebnis wird schlechter bewertet (“Priferenz!”) als jede Losung = € X.
Wir behandeln nur den Spezialfall: X = [0, 1], wobei x bedeutet: Spieler 1 erhlt
x und Spieler 2 erhalt 1-x.

2 Einfiihrung des Begriffs “teilspielperfektes Nash-
Gleichgewicht”

2.1 Definition: (Informationsmenge)

Gegeben sei ein Spiel in extensiver Form (siehe hierzu Lektion 3 oder Wikiludia),
wobei keine vollkommene Information vorliegen muss. Eine Informationsmenge
(Informationsbezirk) ist eine Menge von Entscheidungsknoten mit folgenden
Eigenschaften:

e Einer der Spieler ist an jedem Knoten der Informationsmenge am Zug.

e Wenn das Spiel einen der Knoten innerhalb der Informationsmenge er-
reicht hat und mehr als ein Knoten in der Informationsmenge ist, weif}
dieser Spieler nicht, an welchem Knoten er sich befindet.

Befindet sich in einer Informationsmenge nur ein Entscheidungsknoten, so spricht
man von einem Singleton. Sind alle Informationsmengen jeweils einelementig,
so liegt vollkommene Information vor.

2.2 Definition: (Teilspiel)

Ein Teilspiel eines Spieles in extensiver Form ist ein Spiel B, (x) mit folgenden
Eigenschaften:

e Das Teilspiel beginnt in einem Entscheidungsknoten x, der ein Singleton
ist.

e Das Teilspiel umfasst alle Kanten, Entscheidungs- und Endknoten, die von
x aus in positiver Richtung erreicht werden konnen.



e Das Teilspiel darf keinen Informationsbezirk durchschneiden.
(dh. fiir jeden Informationsbezirk I gilt: 7 N K(x) = 0 oder I C K(z),
wobei K(x) die Menge der Knoten von B, (x) bezeichnet. )

2.3 Beispiel: Affenspiel

Dieses Beispiel ist bereits aus Lektion 2 bekannt. Grofter Affe (Spieler 1) und
kleiner Affe (Spieler 2) haben jeweils die Wahl zwischen den Strategien klettern
(k) und warten (w), wobei Spieler 1 als erster ziehen darf.

Spielbaum:
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Beim Betrachten der beiden Teilspiele sieht man, dass im linken Teilspiel w
und im rechten Teilspiel k ein Nashgleichgewicht ist.

Bei (k,w.w) droht der kleine Affe, auf keinen Fall zu klettern, obwohl er damit
ganz leer ausgehen wiirde. Daher nennt man diese Situation “Unglaubwiirdige
Drohung” (vgl. Lektion 2). Man sieht, dass die Restriktion des Strategiepro-
fils (k,w.w) im rechten Teilspiel kein Nash-Gleichgewicht ist, da der Nutzen fiir
Spieler 2 bei der Strategie k gleich 1 und bei der Strategie w gleich 0 ist (1>0).
Auch (w,k.k) ist nicht plausibel, da der kleine Affe selbst dann klettern wiirde,
wenn der grofie Affe bereits klettert. Fiir den kleinen Affen bedeutet dies eine
Verringerung seines Nutzens (vgl. Lektion 2). Die Restriktion von (w,k.k) auf
das linke Teilspiel ist kein Nash-Gleichgewicht.

Ergebnis:

Das einzige teilspielperfekte Nash-Gleichgewicht ist (w,w.k). Mit Hilfe des Be-
griffs “teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht” (Definition siehe unten) kann man
also die nicht plausiblen Nash-Gleichgewichte ausschliessen.

2.4 Definition: (Teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht)

Ein Strategieprofil ist ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht, wenn die Re-
striktion dieses Profils auf jedes Teilspiel ein Nash-Gleichgewicht ist.



3 Beispiele zu teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht

3.1 Beispiel: Kaufhauskettenspiel

Dieses Spiel ist eine vereinfachte Form des chain store game. Hierbei geht es um
einen Monopolisten (Spieler 2) der sich auf einen Konkurrenten (Spieler 1), der
in den Markt mit dem selben Produkt eintreten will, einstellen muss. Spieler 1
iiberlegt, ob er in den Markt des Monopolisten eintreten soll und hat die Wahl
zwischen den Strategien Eintritt (E) und Nichteintritt (N) in den Markt. Der
Monopolist kann entweder Aggressiv (A) oder Kooperativ (K) reagieren.

Dies fiihrt zu folgenden Spielbaum:
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Dieses Spiel fiihrt zur folgenden Entscheidungsmatrix :
| Sp.1\Sp.2 | A | K |

N (1,5) | (1,5)

E (0,0) | (2,2)

In der Entscheidungsmatrix sieht man, dass zwei Nash-Gleichgewichte existie-

ren:

e (E,K) ist ein teilspielperfektes Nash-Gleichgewicht, da die Strategie K im
Teilspiel fiir Spieler 2 ein Nash-Gleichgewicht darstellt.

e (N,A) ist zwar ein Nash-Gleichgewicht, jedoch kein teilspielperfektes Nash-
Gleichgewicht, da im Falle eines Eintritts ein aggressives Vorgehen eine
Verringerung des Nutzens von Spieler 2 bedeuten wiirde. Dieses Nash-
Gleichgewicht entspricht also einer unglaubwiirdigen Drohung.

Im eingezeichneten Teilspiel, also wenn Strategie (E) wirklich eintritt, wird Spie-
ler 2 Strategie (K) wahlen, da diese ein Nash-Gleichgewicht ist.

Das Kaufthauskettenspiel, auch Kaufthauskettenparadoxon genannt, beschrinkt
sich natiirlich nicht nur auf 2 Spieler und ist deshalb in der Realitdt viel kom-
plexer . (Es wird Kaufhauskettenparadoxon genannt, da in der Realitit hiufig



eine aggressive Strategie gewdhlt wird, obwohl die kooperative Strategie meis-
tens sinnvoller wire.)

3.2 Satz

Riickwirtsinduktion nach Satz von Zermelo (Lektion 3) liefert bei einem Spiel
in endlicher, extensiver Form mit vollstindiger Information ein teilspielperfek-
tes Nashgleichgewicht, wenn Grofenvergleiche in Teilspielen immer zu strikten
Entscheidungen fiihren.

3.3 Beispiel: Variante des Ultimatumspiels

Spieler 1 bietet s; € {1,...,99}an, Spieler 2 hat nun 2 Strategien:

o falls Spieler 2 akzeptiert (Strategie J) fiihrt dies zur Auszahlung (s1, s2)
mit so = 100 — s7.

e falls Spieler 2 ablehnt (Strategie N) fiihrt dies zur Auszahlung (s, s2) =

(0,0).
Spielbaum:
1
0 99
Nash GG:
J/IN JAN Einziges teilspielperfektes NashGG ist 1 — 99, 2 — J
0 010 990
100 0 99 0 10

Spieler 1 hat 100 Strategien, Spieler 2 hingegen 2'°°. In diesem Beispiel
existieren viele Nash-Gleichgewichte. Das Nash-Gleichgewicht bei s] = 99 und
so = J ist teilspielperfekt, da in allen 100 Teilspielen die Strategie J fiir Spieler
2 ein Nash-Gleichgewicht ist.

3.4 Beispiel: Allocation (Zuweisungsspiel)

2 identische und nichtteilbare Objekte sollen auf 2 Spieler verteilt werden. Spie-
ler 1 kann die Vorschlige (2,0), (1,1) und (0,2) machen (Ultimatum auf 3 Mo6g-
lichkeiten reduziert). Spieler 2 hat die Wahl zwischen den Strategien Annehmen
(J) oder Ablehnen (N).



Nash GG:
es gibt 9 Nash-Gleichgewichte.

| . A . .
2.0) 02) ((2,0), J.B.v) ist Nash-Gleichgewicht, mit 3,y € {J, N}.
e (R ((2,0),J.0.J) & ((1,1),N.J.J) sind teilspielperfekte

J /2\N J /Z\N j /2\N Nash-Gleichgewichte!
20 1 0 00 ((131)7N‘]N)7 ((OaQ)NN‘])a ((270)7NNN)
00 10 » o ((2,0), NNJ) sind Nash-Gleichgewichte.

((2,0), N.J.J) ist in allen Teilspielen perfekt, aber kein

Nash-Gleichgewicht

Spieler 1 hat 3 Strategien und Spieler 2 hat 8 Strategien — 24 Paare, also
insgesamt 24 Strategien.

Die oben genannten Nash-Gleichgewichte kann man aus folgender Entschei-
dungsmatrix ablesen:

[Sp.1\Sp-2 [ J3J [ JIN [ JNJ [ NJJ | JNN | NNJ [ NJN | NNN |
(2,0) 20120 ] 2000 20 | 00 ] 00 | 00
(1,1) 111,01 |00 1,100 ] 00] 1,L | 00
0,2) 02100 ]02] 02|00 02 00 00

Uberpriifung von Nash-Gleichgewicht:

us((2,0), J.BA) = 0> uz((2,0), %) = 0

Ergebnis:

Betrachtet man nun die Teilspiele sieht man, dass im linken Teilspiel die Stra-
tegien J und N Nash-Gleichgewichte sind, im mittleren und rechten Teilspiel
hingegen nur die Strategie J zu einem Nash-Gleichgewicht fiithrt. Obwohl wir
neun verschiedene Nash-Gleichgewichte haben, erkennt man deshalb, dass nur
((2,0), J.J.J) und ((1,1), N.J.J) teilspielperfekt sind. Die Nash-Gleichgewichte
((2,0), JIN, JNJ, JNN) sind nicht teilspielperfekt und auch im echten Leben
unrealistisch, da der zweite Spieler ein fiir ihn schlechtes Ergebnis akzeptieren
und/oder ein fiir ihn niitzliches ablehnen wiirde.

3.5 Allocation mit Wiederholung

Allocation mit Wiederholung ist eine Variante des bereits oben besprochenen
Zuweisungsspiels.

Das Ausgangsmodell wird dahin gehend modifiziert, dass bei Ablehnung durch
Spieler 2 das Spiel nicht beendet ist, sondern jetzt Spieler 2 die selben Vorschlige



machen kann, wie Spieler 1 in der Runde zuvor und Spieler 1 mit Zustimmung
oder Ablehnung reagieren kann. Dies kann man prinzipiell unendlich oft durch-

spielen.
Spieler 1 O
wn \
Spieler 2 Spieler 2 Spieler 2 O
J N 7 N J
@0 Spieler 2 O D Spieler 2 0.2) Spieler 2
.0) an 02) @0_~ny 92 2
Spieler 1 O Spieler 1 Spieler 1 O Spieler 1 Spieler 1 Spieler 1 Spieler 1 Spieler 1 O
(2,0 (0,0) (1.1 0.0 (0,2) 00 20 00 @©H 00 @2 ©O @0 (00 A1) 0002 00

Die Untersuchung auf Nash-Gleichgewichte und Teilspielperfektheit war Teil
einer Ubungsaufgabe und wiirde den Rahmen dieser Zusammenfassung spren-
gen.

4 Das Rubinstein (Stahl)-Modell

4.1 Rubinstein (Stahl)-Modell:

Wir betrachten einen Fall des Verhandlungsspiels mit 2 Spielern und X = [0, 1].
X wird durch (gegebenenfalls oo viele) wiederholte Angebote geteilt.
Stufe (bzw. Runde) = t € Ny.

ot =0
Das Spiel (bzw. die Verhandlung) beginnt in der 0-ten Runde mit dem
Angebot © € X von Spieler 1. Spieler 2 hat nun 2 Strategien:
Er akzeptiert (J) mit der Wirkung, dass das Spiel mit der Auszahlung
(z,1—x) zuende ist oder lehnt ab (N) mit der Wirkung, dass das Spiel in
die nichste Runde geht.

ot =1:
Spieler 2 macht nun das Angebot y € X. Spieler 1 wiederum hat jetzt
die Strategien Annehmen (J) oder Ablehnen (N). Strategie (J) fithrt zu
der Auszahlung (d1y,02(1 — y)) mit d1,d2 € (0, 1] (Diskontierungsfaktor),
Strategie (N) bringt das Spiel wieder eine Runde weiter.

ot =2:
Spieler 1 kommt erneut zum Zug und kann sein Angebot z € X kundge-



ben. Akzeptiert Spieler 2 nun gibt es die Auszahlung (672, 03(1 — z)), bei
Ablehnen erreicht das Spiel die nichste Stufe.

et =2k keN:
Bei gerader Rundenzahl ist Spieler 1 am Zug und kann ein Angebot 2’ € X
vorschlagen. Akzeptiert Spieler 2 gibt es die Auszahlung (§2¢z',63%(1 —
x')), sonst verldngert sich das Spiel um eine weitere Runde.

o t =2k+1, ke N:
Bei ungerader Rundenzahl ist Spieler 2 am Zug und kann ein Ange-
bot «” € X vorschlagen. Akzeptiert Spieler 1 gibt es die Auszahlung
(63 1y §2KF1(1 — 27)), sonst verlingert sich das Spiel um eine weitere
Runde.

e { — 00:
In diesem Fall betragt die Auszahlung also (0,0) und die Verhandlung ist
als gescheitert anzusehen.

Ergebnisbewertung:
Vorschlag x in Runde t mit (z,t) € [0,1] x Ny oder oo (oo , falls sich die
Spieler nicht einigen koénnen)
Bei terminalen Knoten kommt es zu den Auszahlungen:
uy(z,t) = oz
ug(z,t) = 05(1 — x)
lim(t — o0) ui(z,t) =0
Die Spieler sollten daher eine schnelle Einigung bevorzugen, da die Diskontie-
rungsfaktoren d1, 2 den Nutzen jede Runde verringern.



Nash-GG:
Zu z* € |0, 1] ex. Nash-Gleichgewicht mit Ergebnis z*
1 schlagt immer z* vor,
2 schligt immer x* vor.
1 akzeptiert, wenn x > z*, 2 akzeptiert, wenn x < z*

Definition:
Eine Strategie o fiir Spieler 1 ist gegeben durch
g = (Ut)teN
oo(=z) € [0,1]
o1:[0,12 = {J,N}
o2n  [0,1]%" — [0, 1]
0ot ¢ 0,127 — {J N}

Eine Strategie 7 fiir Spieler 2 ist gegeben durch
T = (Tt)ten

70:[0,1] = {J,N}

Ton ¢ [0,1]2"T1 — {J, N}

Ton+1 * [Oa 1]2n - [07 1]

4.2 Satz: (Existenz von Nash-Gleichgewicht)

Zu z* € [0, 1] existiert ein Nash-Gleichgewicht mit Ergebnis z*in Runde t = 0.
Unter den Bedingungen

e 09, : [0,1]*" — z*, d.h. 1 schliigt immer 2* vor,
e 7oy :[0,1]?" — 2%, d.h. 2 schligt immer z* vor.

e oopi1(x) = {J‘\],fcifc , d.h. 1 akzeptiert z > z*




o o, (x) = {]‘\I,’ff;fn* ,d.h. 2 akzeptiert « < z*

Beweis: Uberpriifung auf Nash-Gleichgewicht

Fiir Spieler 1 ist diese Strategie die beste, denn:

e Schldgt er ein y* > x* vor, wird dieses nicht angenommen, und man einigt
sich erst eine Runde spéter auf z*. Dieses wird “abgezinst” und ist somit
eine schlechtere Losung.

e Schligt er ein y* < x* vor, ist dies eine schlechtere Losung fiir ihn.
e Vergrofert er seinen Akzeptanzbereich, dndert dies nichts am Ergebnis.

e Verkleinert er seinen Akzeptanzbereich, einigen sich die Spieler nie.

Fiir Spieler 2 analog.

=Diese Losung ist ein Nash-Gleichgewicht.

Uberpriifung des Nash-Gleichgewichts auf Teilspielperfektheit:
Voraussetzungen /Strategien wie oben.

Wir betrachten den Spieler 2. Dieser iiberlegt sich seine Strategie fiir den Fall,
dass Spieler 1 den Vorschlag x = 2* 4+ & macht mit £ > 0 (klein) und z* < 1. Es
geht also um das Teispiel, welches bei z = x* + ¢ beginnt.

Die Nash-Strategie erfordert:

To(z) ={J « (x < 2*),N « (x > z*)} bei dem Vorschlag x = z* + ¢ miisste
sich Spieler 2 also fiir die Strategie N entscheiden.

Wenn ¢ klein, dafiir aber der Abzinsungsfaktor § relativ grof ist (d.h. 61,92 €
(0,1] klein) , wire es fiir Spieler 2 eine bessere Strategie, diesen Vorschlag zu
akzeptieren, falls gilt:

1—(z* +¢) > 02(1 —z*) (zweite Runde des Teilspiels kein Optimum)

= Bessere Strategie:

) ={J—(x<z*+¢e),N —(x>z*+¢)}

Dies widerspricht allerdings der oberen Strategie, diese ist also nicht in jedem
Teilspiel ein Nash-Gleichgewicht. Somit kann diese Strategie kein teilspielper-
fektes Nash-Gleichgewicht sein.
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4.3 Satz: (Rubinstein)

In dem beschriebenen Verhandlungsspiel gibt es genau ein eindeutiges teilspiel-
perfektes Nash-Gleichgewicht mit den folgenden Strategien:

e 09, : [0,1]*" — z*, d.h. 1 schliigt immer 2* vor,

e 7oy :[0,1]?" — y*, d.h. 2 schligt immer y* vor.

o oopti(x) = {J\][fci’l , d.h. 1 akzeptiert x > y*

o T, (x) = {]{,222* , d.h. 2 akzeptiert z < z*

1-6; 1-6;

; wobei z* > y* mit 2* = =, y* = d1(7=5>5;) und 61,602 € (0, 1] (Diskon-
tierungsfaktor).
Falls § = 6, = 6 dann gilt ©* = 15, y* = 1%5
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