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Kapitel 1

Einfihrung

1.1 Ziel des Projektes

Auf das Projektthema ,Operations Research® sind wir auf der Suche nach einem
Anwendungsgebiet fiir Spieltheorie in der Welt der Wirtschaft und Finanzen
gestofien. Nachdem wir festgestellt haben, dass die Spieltheorie neben anderen
mathematischen Methoden nur einen Teil des Operations Research ausmacht,
haben wir uns zunéchst auf diesen spieltheoretischen Bereich konzentriert. Wir
stellten dann jedoch fest, dass die anderen Methoden zwar in ihrem theoretischen
Hintergrund zu trennen sind, in ihrer Anwendung jedoch starke Zusammenhé&n-
ge herrschen.

Unser Ziel ist es, die mathematischen Methoden innerhalb des Operations Rese-
arch abzugrenzen und ihre Methoden kurz zu erklaren. Dann zeigen wir anhand
einiger Beispiele die Zusammenhéinge zwischen diesen Methoden und wie ihre
Ergebnisse interpretiert werden kénnen. Schliefslich werden wir Vor- und Nach-
teile der einzelnen Methoden zeigen und einen Ausblick auf die Komplexitat der
Problemstellung geben, die in der Realitéat herrscht.

1.2 Was bedeutet Operations Research?

Zahlreiche Problemstellungen aus Wirtschaft und Technik erreichen eine Kom-
plexitét, die mit den traditionellen Methoden der Entscheidungsfindung nicht
mehr zu 16sen sind. In der Bemiihung diese Probleme systematisch zu losen,
entwickelte sich im Zuge des 2. Weltkrieges Operations Research aus der Ver-
kniipfung unterschiedlicher mathematischer Methoden. Wurden damit wiahrend
des Krieges noch Probleme wie die optimale Arbeitsteilung beim Minenlegen
behandelt, verlagerte sich der Schwerpunkt nach dem Krieg auf wirtschaftli-
che Probleme. Die deutsche Fachvereinigung, die Gesellschaft fiir Operations
Research, definiert in ihrer Mitgliederzeitschrift OR News:

1.1 Definition Operations Research ist ein auf praktische Anwendung ma-
thematischer Methoden ausgerichteter Wissenszweig und befasst sich mit der
Problemanalyse und Vorbereitung optimaler Entscheidung in Organisationen.
Operations Research ist geprigt durch die Zusammenarbeit von Mathematik,
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Wirtschaftswissenschaften und Information.!

Diese Definition umfasst die drei wesentlichen Charakteristika des Operations
Research:

1. Entscheidungsvorbereitung
2. Anstreben einer optimalen Entscheidung
3. Verwendung mathematischer Methoden

Entscheidungsvorbereitung

Die Informationen, die man durch Anwendung des Operations Research erhélt,
liefern nur die Grundlagen zu einer Entscheidungsfindung. Somit dient OR der
Entscheidungsfindung. Die Entscheidung selbst wird von anderen Gremien, z.B.
der Firmenleitung, unter Beriicksichtigung der erhobenen Daten getroffen.

Optimierung der angestrebten Lésung

Ziel des Operations Research ist, unter allen moglichen Losungen die optimal
herauszufinden. Dazu miissen die moglichen Losungen im Hinblick auf ein {iber-
geordnetes Ziel vergleichbar gemacht werden. Ein iibergeordnetes Ziel wére bei-
spielsweise die Gewinnoptimierung, das durch das optimale Produktionspro-
gramm erreicht wird.

Bei der optimalen Losung fiir das Gesamtproblem handelt es sich in den meisten
Féllen um einen Kompromiss hinsichtlich der Teilprobleme, bei dem kein Teil-
problem als einzelnes optimal gelost ist, aber das Gesamtproblem nicht besser
gelost werden kann.

Verwendung mathematischer Methoden

Um eine rechnerische Losung eines Problems zu ermdoglichen, ist eine mathe-
matische Formulierung des Losungsansatzes erforderlich. Demzufolge muss das
Realproblem in ein mathematisches Formalproblem iiberfiihrt werden.

Da ein mathematisches Modell die Realitét nicht vollstdndig erfassen kann, wird
man den Teil aus der Realitdt ausschneiden, der sich im Modell nachbilden lésst.
Dieser Ausschnitt sollte alle fiir das Problem relevanten Realtatbestdnde erfas-
sen.

Dieser Ausschnitt muss dann in ein mathematisches Modell iiberfiihrt werden.
Da eine vollkommene Nachbildung des Realitdtsausschnittes im Regelfall zu
kompliziert wére, wird das Modell auf die tragenden Hauptlinien eingeschrankt,
die gewéhrleisten, dass eine Isomorphie zwischen der formalen Struktur des Mo-
dells und der Struktur der zugehorigen realen Situation zustande kommt.
Wird die Fragestellung des Problems auf das Modell, welches selbst noch keine
Fragestellung enthélt, iibertragen, entsteht ein Formalproblem. Darauf lassen
sich nun mathematische Methoden anwenden, um dieses Problem zu l6sen. Das
Resultat kann dann in die Realitdt zuriickiibertragen und als Entscheidungsvor-
schlag wirken.

IDefinition der Gesellschaft fiir Operations Research aus dem Jahre 1998
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1.3 Operations Research und Spieltheorie

Viele Fragestellungen aus Industrie und Wirtschaft beschéftigen sich mit Opti-
mierungsproblemen, z.B. in Produktion oder Logistik. Diese Probleme kénnen
mit entsprechenden Modellen und Methoden, wie z.B. der Warteschlangentheo-
rie, bearbeitet werden. Tritt jedoch eine Konkurrenzsituation auf, kann die-
ses Vorgehen nicht mehr angewendet werden. Um eine Konkurrenzproblematik
optimieren zu kénnen, muss eine optimale, also beste, Antwort auf die Hand-
lungsmoglichkeiten des Konkurrenten gefunden werden. Dazu muss als Modell
ein Spiel aus der Spieltheorie, beispielsweise ein Konstantsummenspiel, gewéhlt
werden. Dabei fliefen die Erkenntnisse aus den anderen Bereichen durchaus mit
ein. So lasst sich beispielsweise durch die Sensitivitét einer Optimierung die Nut-
zenfunktion ableiten, die die Grundlage fiir eine spieltheoretische Betrachtung
ist.



Kapitel 2

Grundlagen der Spieltheorie

In diesem Kapitel fithren wir die wichtigsten Definitionen und Sétze ein, welche
die Grundlage fiir die spateren Kapitel bilden. Leser, die mit den Grundbegriffen
der Spieltheorie bereits vertraut sind, kénnen diesen Abschnitt {iberspringen.
Fiir die anderen Leser bietet er einen kurzen Uberblick.

2.1 Definitionen

2.1.1 Normalformenspiel

Ein zentraler Begriff der Spieltheorie ist der des Normalformenspiels:

2.1 Definition Ein Spiel in Normalform (oder auch stratiger oder statischer
Form) besteht aus folgenden Elementen:

1. M ={1,---, N} bezeichnet die endliche Menge von Spielern
2. Fiir alle i € M ist die Menge S; # 0 der Strategien ausgezeichnet

3. Fiir alle i € M ist eine Nutzenfunktion u; : S — R festgelegt, wobei
S = vazl S; den Strategieraum bezeichnet.

Dabei gilt es zu beachten, dass die Menge der Strategien S_; meistens endlich
ist. Zudem kann man die Nutzenfunktion auch in Vektorscheibweise formulieren.
Tut man dies, so hat die Nutzfunktion folgende Gestalt:

Uy
u = O
unN

Dabei kann man anstelle von R auch einen beliebigen Zielraum Z wahlen.
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2.1.2 Dominanz

Da sich die Spieltheorie grundsétzlich damit beschéftigt optimale Losungen fiir
gegebene Spielsituationen zu finden, ist es erforderlich verschiedene Begriffe in
diesem Bezug zu kennen. Im Folgenden werden wir den Begriff der Dominanz
definieren.

2.2 Definition Sei k € M dann gilt:

1. sy € Sy wird strikt dominiert durch s € Sy, wenn fiir alle s_j, € S_}, gilt:
(S, S—i > Uk (Sks 5—k)

2. s € Sy wird schwach dominiert durch s, € Sy, wenn fiir alle s_ € S_y,
gilt:
g (Sg, S—k > up(sk, s—g) und Elso_k e S_y :uk(s"ic,s(lk > uk(sk7so_k)

2.1.3 Gleichgewicht in dominanten Strategien

Mit den oben genannten Definitionen kdnnen wir nun festlegen, was ein Gleich-
gewicht in dominaten Strategien bedeutet.

2.3 Definition Sei § = (51,...sy) € S. Dann heifit § Gleichgewicht in (strikt)
dominaten Strategien, genau dann wenn fiir alle k € M und alle s € S gilt:
Sk # Sk = Sy, ist (strikt) (bzw. schwach) dominiert tiber sy.

Das heifit im Fall von strikt dominanten Strategien: Fiir alle k € M und alle
s € S gilt: §g # sk = ug(Sg, S—k) > up(Sk, S—k)

2.1.4 Elimination durch Dominanz

Anhand der Definition 2.2 ldsst sich der Sachverhalt aus Definition 2.3 analog
auf schwache Dominanzen iibertragen. Mit Hilfe der Definition 2.3 kann man das
Prinzip der Elimination durch strikte Dominanzen herleiten. Dieses Verfahren
liefert uns bestenfalls ein Nashgleichgewicht.

2.1.5 Nashgleichgewicht

Wir definieren im Folgenden den Begriff des Nashgleichgewichts bei Spielen in
Normalform.

2.4 Definition FEine Strategiekombination s* € S heifst Nashgleichgewicht,
wenn fiir jeden Spieler k und jede Strategiekombination sy € Sy die Ungleichung
up(sy, s, > uk(sk, s* ;) gilt. Das bedeutet, dass sich kein Spieler k verbessern
kann, indem er von der Strategie s} abweicht.
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2.2 Satze

In Zusammenhang mit einem Nashgleichgewicht gibt es im Rahmen der Vorle-
sung zum Thema Spieltheorie ein Reihe von wichtigen Sétzen, die hier lediglich
aufgefiihrt, allerdings nicht bewiesen werden.

2.5 Satz Ein Gleichgewicht in strikter Dominanz ist auch ein Nashgleichge-
wicht.

2.6 Satz (M,S’,v') sei aus (M,S,u) durch strikte Elemination entstanden.
Dann ist jedes Nashgleichgewicht von (M,S’ ') auch ein Nashgleichgewicht
(M, S, u).

Auf Grund der bisherigen Informationen sind folgende Fragen fiir uns von
hochstem Interesse:

1. Kann die Existenz von Nashgleichgewichten nachgewiesen werden?
2. Sind diese Nashgleichgewichte eindeutig bestimmt?

3. Sind die gefundenen Nashgleichgewichte stabil? Das bedeutet: Kann man
Nashgleichgewichte aus einem Normalspiel auf ein Spiel in anderer Form
iibertragen?

Um eine Antwort auf die erste Frage zu finden miissen wir den Bereich der
reinen Strategien verlassen und uns mit dem Begriff der gemischten Strategien
vertraut machen.

2.7 Definition Sei (M, S,u) ein Spiel in Normalform. S sei endlich. Eine ge-
mischte Strategie fiir k € M ist eine (formale) Summe o1 (p) = > g, Ps " S,

wobeip > 0 ist und ) g ps = 1 (und somit ist p ein Wahrscheinlichkeitsmas).

Nachdem wir nun wissen, was eine gemischte Strategie ist. Kénnen wir uns den
Hauptsatz von Nash betrachten.

2.8 Satz Fin endliches Normalformenspiel hat immer ein Nashgleichgewicht in
gemischten Strategien.

Damit sind vorerst die wichtigsten Grundlagen der Spieltheorie behandelt,
die fiir das Versténdnis der weiteren Ausfiihrung von No6ten sind. Im folgenden
werden nun eine Auswahl von Spielen vorgestellt, die fiir Operations Research
relevant sind.
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Operations-Research-
relevante
Spiele

In diesem Kapitel werden die verschiedenen Spiele, welche fiir Operations Re-
search relevant sind, formal eingefiihrt. Anschlieffend werden die entsprechen-
den spieltheoretischen bzw. numerischen Losungsverfahren vorgestellt. Um einen
Praxisbezug herzustellen, wird jedes der Unterkapitel wird mit einem Beispiel
abgeschlossen.

3.1 2-Personen Nullsummenspiele in Matrixform

In diesem Kapitel fiihren wir die 2-Personen Nullsummenspiele in Matrixform
ein. Hier gehort eigentlich die Motivation her, also warum wir das machen.

3.1.1 Grundlagen der 2-Personen Nullsummenspiele

Zuerst definieren wir das 2-Personen Nullsummenspiel. Umgangssprachlich kann
man es als ein Spiel bezeichnen, bei dem der Gewinn des einen den Verlust des
anderen darstellt. Die mathematische Definition dieser Situation ist demzufolge:

3.1 Definition Ein Spiel (M, S,u) heift Nullsummenspiel, wenn uj +ug+- - -+
uyn = 0 gilt. Das heifit, fiir alle s € S gilt: Z;VZI uj(s) =0

Betrachten wir ein 2-Personen Nullsummenspiel, so ist M gegeben durch M =
{1,2} und u; + us = 0 & w3 = —ug. Ein 2-Personen Nullsummenspiel kann
immer als Spiel in Normalform aufgefasst werden. Es ist bei dieser Spielklasse
bei zwei Spielern sinnvoll eine Auszahlungsmatrix oder eine Nutzenmatrix auf-
zustellen.

Im Weiteren werden wir uns mit Losungsverfahren fiir 2-Personen Nullsum-
menspiele in Matrixform beschéftigten, dabei wird auch auf die exakte Gestalt
der Matrix eingegangen.
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3.1.2 Minimax-Strategien

Wir verwenden nun die Theorie der Zweipersonen-Nullsummenspiele (2-PNSS)
unter der Annahme, dass ein Matrixspiel vorliegt (also endlich viele reine Stra-
tegien fiir jeden Spieler). Die Normalform eines endlichen 2-PNSS liegt in Ma-
trixform vor. Die Zeilen stehen fiir die Strategien des 1. Spielers, die Spalten fiir
die Strategien des 2. Spielers. Der Eintrag a;; gibt den Gewinn von I bzw. den
Verlust von II an fiir den Fall, dass I o; und II 7; spielt.

Al | m 73
g1 5 1 3
1) 3 2 4
g3 -3 0 4

Hier ist (o2, 72) mit ass = 2 ein Gleichgewichtspunkt.
Ein Strategiepaar (o;,7;) ist im Gleichgewicht genau dann, wenn a;; maximal
in seiner Spalte und minimal in seiner Zeile ist. a;; heifit dann Sattelpunkt.

hat keine Gleichgewichtspunkte.

Spielt man ein Spiel wie letztes unter eigener Ahnungslosigkeit beziiglich der
gegnerischen Aktionen, aber mit der Befiirchtung, dass einen der Gegner durch-
schaut, dann sollte vorsichtigerweise so agiert werden:

I spielt die Strategie, bei der II ihn am wenigsten tief driicken kann

= 1 spielt 01, denn dann kann IT ihn mit 75 nur auf 2 driicken (dort wére dies
3). Bei 71 miisste II nédmlich 4 befiirchten.

IT hat also einen erzwingbaren ,Verlustdeckel“ von 3 = min; {max; a;; }.

3.2 Definition Bei einem endlichen 2-PNSS besitzt Spieler I den Gewinnsockel
v = max {mjln aij}

und Spieler II den Verlustdeckel
vy = m]ln {miax aij} .

3.3 Lemma Es gilt stets v} < vf;.

Beweis:

Sel ap, = v = max;{min;a;;} = ap, ist ein Minimum in der p-ten Zeile
= apg < ap; V.

Sel agy = vy = min; {max; a;;} = ag ist ein Maximum in der t-ten Spalte

= gt > Gt Vi.
. ;L o,
Insbesondere ist also v}; = as > apr > apq = V7.



KAPITEL 3. OPERATIONS-RESEARCH-RELEVANTE SPIELE 11

q.e.d.

Konsequenz: Der Gewinnsockel von I liegt allenfalls so hoch wie der Verlust-
deckel von II.

3.4 Lemma Gilt im speziellen Fall v; = v}, dann liegt der Sattelpunkt bzw.
ein Gleichgewichtspunkt vor.

Beweis:

Es gelte also v} = apq = a5 = V).

Betrachte nun den Wert a,;. Es gilt damit

Apg < Apt < Gst, AlSO Apg = Gpt = Gt

Veréandert I die Zeile (Strategie) p, dann kann er sich allenfalls verschlechtern,
denn ay = ap; war ja ein Spaltenmaximum (in der Spalte von t).

Wiirde II die Spalte t verdndern und ein apy spielen, dann wiirde gelten ap,y >
apt, denn ap; = apq war ein Zeilenminimum (in der Zeile p).

Also ist ap ein Gleichgewichtspunkt.

q.e.d.

3.1.3 Gemischte Strategien bei 2-PNSS in Matrixform

Gemischte Strategien bei 2-PNSS sind Wahrscheinlichkeitsbelegungen fiir die
endlich vielen Strategien. Die Charakterisierung erfolgt iiber einen Vektor x €
R™ mit z; > 0 und ZZ’;I x; = 1. Die z; reprasentieren die Wahrscheinlichkeit,
mit denen die i-te reine Strategie gewéhlt wird. Nun sei X die Menge aller so
gemischten Strategien fiir I. Y sei die Menge aller so gemischten Strategien fiir II.

3.5 Lemma Bei einem Spiel mit Auszahlungsmatrix A = (a;;) hat man bei
Verwendung der Gewichtungen x; durch I und y; durch II und -voneinander-
unabhéingiger Wahl der Strategien die erwarteten Auszahlungen

m n

E[A z,y] := A(z,y) = Z inaijyj =z Ay.

i=1 j=1

Beweis:

Wegen der stochastischen Unabhéngigkeit hat man die Multiplikativitét

P(I spielt i und II spielt j)=P(I spielt 1)P(II spielt j)=xz;y; Alles weitere ist
Gewichtung der Spielausgénge.

Spieler I muss befiirchten, dass II seine Strategie kennt. Gleiches gilt umgekehrt.
Deshalb will sich I aus eigener Kraft einen moglichst hohen Gewinn sichern.
Spielt er selbst, dann wiirde ein informierter Gegner fiir die Realisierung von

vr(z) == minz’ AY
y
sorgen. I will aber durch seine Entscheidung diesen Ausdruck maximieren, d.h.
seine Aufgabe ist

max vr(z) := max(minz” AY).
reX zeX Yy
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Gehen wir davon aus, dass sich I fiir Z entscheidet oder entschieden hat. Dann
miisste IT den Ausdruck z7 Ay durch Wahl von € Y minimieren. Dies ist steuer-
bar als (durch Gewichtung mit y) kombinierte Auszahlung von 7 Aey, 27 Aes, ..., 21 Ae
(wenn II 1 reine Strategien hat). z7 A ist dann ein fester Vektor d. Also hat II

die Aufgabe, d”y iiber dem Einheitssimplex {y| 22:1 vy =1,9y7 = 0} zU mini-
mieren.

der Minimalwert hierfiir wird an einer Ecke angenommen. Ecken sind in diesem
Fall die [ Einheitsvektoren. Dies liefert:

1
min {ETAy,Zyi =1y, > 0} = min {iTAel, ...,:?TAel} .

i=1
Nun kann das innere Minimum bestimmt werden:

vr(z) := min zT Ay = min {xTAel, ...7xTAel}
Y

Dies ist eine stetige Funktion, auferdem ist X kompakt.

Deshalb existiert auf X ein Maximalpunkt fiir v;(z), der folgendes Problem 15st:
maxzex vr(x).

Umgekehrt handelt Spieler I aus der Sicht von II wie folgt: Bietet ihm II eine
feste Strategie 7 an, dann wird I versuchen: max,cx 7 Ajy. Dies gelingt ihm
wieder bei einer reinen Strategie, also

y) 1= TAg = TAy,....el Ay} .
vrr(y) Ifgéx Y maX{el Y €k y}

Somit stellt sich fiir IT die Aufgabe, die stetige Funktion vr;(y) auf dem Kom-
paktum Y zu minimieren. Folglich existiert ein Minimalpunkt, der folgendes
Problem 16st

i TAy p = mi TAy,...,el A .
Zr/r}gl}r/l {rlnea%x y} ZIJI’%I}I/I {max {el Yy ooy €1 y}}
Man beweise nun véllig analog zu Lemma 1.2 die entsprechende Aussage fiir die
gemischte Erweiterung.

q.e.d.

Es folgen nun noch zwei wichtige Aussagen, die aber in dieser Arbeit nicht
bewiesen werden, da in nahezu jeder Spieltheorie-Lektiire die beiden Beweise
anzutreffen sind.

3.6 Lemma v; = max,cx mingcy zT Ay < mingecy maxzex xT Ay = vy,

3.7 Satz Neumann und Morgenstern
Bei Zweipersonen-Nullsummenspielen mit gemischten Strategien gibt es Gleich-
gewichtspunkte und es gilt immer vy = vyy.

Da nun die Grundlagen iiber 2-PNSS in Matrixform erklart wurden, kénnen wir
zu den k x [-Matrixspielen tibergehen und anhand dieser elementare Lésungs-
methoden herleiten.
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3.1.4 k x [-Matrixspiele und ihre Losung

Bemerkung: x ist optimal fiir Spieler I, wenn

min 27 Ay = min {xTAel, - xTAel} >
yey

bzw. wenn

k
inaij Z ’UV] = 1, ,l

i=1

y ist optimal fiir Spieler II, wenn

T Ay = Tay,...eF Ayl <
I;lea%x Y max{el Yy oees €f y}_v

bzw. wenn

1
Zaijyj S Vi = ]., ceey k.
j=1
Daraus kann man dann Optimierungsaufgaben fiir beide Spieler ableiten, die
man dann mit dem Simplexverfahren 16sen kann.

3.8 Satz Die beiden Spieler haben folgende Aufgaben zu I6sen:
I: max \ unter Zle Tia;; > AV =1, Lx; > O;Zle ;=1
II: min 1 unter 25‘:1 ai;y; < pvj=1,..,ky; >0; Zé‘:l y; =1

Beweis:

Kann man im ersten LP A bis auf v steigern, dann hat man mit x eine Max-
Min-Strategie fiir I. Erreicht man im zweiten LP ein p < v, dann ist y eine
Min-Max-Strategie fiir II.

q.e.d.

Nun kann mann versuchen, rein rechnerisch Spielwerte und Minimax-Strategien
zu ermitteln. Dies wird Aufgabe des folgenden Absatzes sein.

3.1.5 Elementare Losungsmethoden bei Matrixspielen

Als erstes Beispiel wihlen wir die leichteste Version, namlich 2 x 2-Spiele. Jeder

Spieler hat daher zwei Mdglichkeiten. Gegeben sei die Matrix A = le 212)
21 (22

1. Falls man einen Sattelpunkt unter den reinen Strategien findet, nimmt man

diesen. Ein anderer ist dann nicht mehr mdglich. Sei z.B. a;1 ein Sattelpunkt

= a2 < aj; < ajo. Bliebe also nur noch ass. Wire dies ein Sattelpunkt, dann

miisste gelten a12 < ago < as1. Bei ,<“ wire das ein Widerspruch.

2. Falls eine Dominanz besteht, streicht man die Zeile/Spalte und wéhlt dann

das beste Element.

3. Wenn keine Dominanz besteht, dann miissen die beiden Zeilen und die bei-

>

den Spalten gegenldufig sein. Dabei ist allerdings die Aufteilung | A \%

<

widerspriichlich.
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g1 >k ki > g1
Es bleibt nur| A V |oder| A VoL
ko < g2 g2 < ky
In beiden Féllen existieren zwei kleine und zwei grofe Zahlen: min {g1, g2} >

max {k1, ko }.
Mischt man mit y € (0,1), dann gibt es ein g, wo die Mischung der ersten Zeile
derjenigen der zweiten Zeile entspricht

. — a22—a12 1] 3

IL: yx = PR P —— flir die erste Spalte.

1 —yx = — 21921 fiir die zweite Spalte.
. G11tae—az1—ai2 .

Das Gleiche kann man auch mit Spalten machen.

Ioxx = —9222921____ fijr die erste Zeile.
ai1tazz—az1—aiz

1 — k= —21=%2 ___ fjjr die zweite Spalte.

ai1+az22—az1—ai2

Wegen
(a22 — a12)ai1 + (@11 — a21)ai2 = (a2 — a12)a21 + (a11 — az1)age

wird bei dieser y-Wahl die x-Entscheidung irrelevant. Entsprechendes leistet die
x-Wahl mit x*x wegen

(a22 — ag1)ai1 + (@11 — a12)az1 = (a2 — ag1)aiz + (a11 — a12)ass.

Also hat man einen Schnittpunkt in beiden Dimensionen und Einzelabweichun-
gen bringen nichts mehr.
Beispiel 1.8: Wir haben das folgende Spiel in Matrixform gegeben:

1 2
4 1)
===
EEE =i

31

v = apaxyrtagy (1—xx)ystajsex(l—y*)+age(l—ax)(1—y*x) = 1.—-—+4 +2-

11
447744
Fazit: 2-PNSS bilden die Klasse von Spielen, fiir die mit Gleichgewichtspunkten
ein liberzeugendes und optimales Losungskonzept vorliegt. Theoretisch ist das
sehr niitzlich, denn Gleichgewichtspunkte sind in den gemischten Erweiterungen
abgesichert.

Von zusétzlichem Nutzen ist es, dass die Querverbindungen zur linearen Opti-
mierung und die formelméfige Berechnungsmaoglichkeit von Minimax-Strategien
und des Spielwerts ergeben eine in sich geschlossene Theorie.

Allerdings muss man in der Praxis aufpassen, ob denn immer ein absoluter
Konflikt vorliegt, oder ob es nicht doch Kooperationsmoglichkeiten gibt.

3.2 Koalitionsspiele

Koalitionsspiele bilden das Herzstiick der Kooperativen Spieltheorie. Dabei ste-
hen hier nicht mehr die Einzelinteressen der Spieler im Mittelpunkt, sondern
es werden Gruppierungen, also Kollektive gebildet, um den Nutzen zu steigern.
Nachfolgend werden die wichtigsten Grundlagen vermittelt, sowie spieltheoreti-
sche und spéater numerische Losungsverfahren vorgestellt.

| oo
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3.2.1 Grundlagen der Koalitionsspiele

Koalitionsspiele sind ein Teilbereich der kooperativen Spieltheorie. Zunéchst
werden wir den Begriff des kooperativen Spieles definieren.

3.9 Definition Ein kooperatives Spiel I'x ist ein Tupel (M,V), wobei M =
{1,2,...,m} mit m > 1 die Menge der Spieler darstellt und V : B(M) — R
mit V(@) = 0 die sogenannte charakteristische Funktion bzw. die sogenannte
Koalitionsbewertung.

Teilmengen von M heiken Koalitionen.

Als Auzahlung oder Zuteilung (Imputation) bezeichnet man jeden Vektor (21, 22, . . .

mit den Eigenschaften:
zi > V({i}) mit i =1,2,...,m (individuelle Rationalitit) und
Yotz = V(M) (Gruppenrationalitit oder auch kollektive Rationalitét)

Der hier verwendete Begriff der charakteristischen Funktion ist nicht mit dem
selben Begriff in anderen mathematischen Gebieten vergleichbar!

Bei |M| = m Spieler kann die Menger aller Koalitionsbewertungen offensichtlich
durch 2™ — 1 Parameter beschrieben werden. Sind ferner [ Koalitionsbewertun-
gen Vi, ...,V gegeben, dann ist fiir beliebige A; € R auch V = 22:1 A;V; eine
Koalitionsbewertung.

3.10 Satz Die Menge der zulissigen Koalitionsbewertungen ist bei festem M
ein Vektorraum iiber R.

Das Nullelement ist gegeben durch Vy(S) = 0 fiir alle S C M und eine Basis
besteht zum Beispiel aus folgenden Elementen:

1 falsBCS

Ve : P(M) - R mit Vg(S)= {0 falls B ¢ S

Die Funktionen Vg bezeichnet man auch als elementare Koalitionsbewertung.
B bezeichnet in diesem Satz die Koalition B.

Der Beweis dieses Satzes ist sehr umfangreich und bedient sich des Begriffs des
Randwertes von Koalitionen. Da die Argumentation dieses Beweises allerding im
weiteren Verlauf des Skripts bei der Beweisfithrung zur Shapley-Formel wichtig
ist, wird dieser hier in voller Lange durchgefiihrt.

3.11 Definition Unter den Randwerten von Koalitionen B werden folgende
rekursiv definierte Gréfsen rg verstanden:

T} YV =v{i}) Vie M

re(V)=V(B)— Y r(V) VB:BCMAIB|> 1.

L:L%B

Der folgende Satz liefert nur eine kleine Beweisidee und ist deswegen eher als
Bemerkung zu verstehen.
Bemerkung: Fiir den Randwert rp einer Koalition B gilt:

rpV= Y (1P

L:LCB

» Zm)
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Der Beweis dieser Bemerkung wird durch eine Induktion iiber die Anzahl der
Elemente der Teilmengen gefiihrt.

Beweis zu Satz 3.10: Der Beweis gliedert sich in zwei grofie Schritte. Im
ersten wird mit Hilfe eines Induktionsbeweises die lineare Unabhéngigkeit dieser
elementaren Koalitionsbewertungen gezeigt. Im zweiten Schritt zeigen wir dann,
dass es fiir jede beliebige Koalitionsbewertung V geeignete A\g = AV gibt, so

dass gilt:
V= > AgVs
BCM;B#£0

1. Lineare Unabhdingigkeit: Es ist zu zeigen, dass

Vo(S)= > )\BVB(S):i AsVp(S)

BC M;B#0 j=1 | BCM;B#0

nur fiir A\p = 0 erfiillt ist. Als Erstes werden die einelementigen Koalitionen
S ={i},i=1,...,m eingesetzt. Beriicksichtig man

1 falls B = {i}
0 sonst

Ve({i}) = {

so ergibt sich 0 = Vo({i}) = Ay}
Nun nehmen wir an, dass bereits gezeigt wurde, dass A\g =0 VB :|B| <
k. Es gilt also:

Vo(S) = > > AsVs(S)

j=k+1 | BCM;B#0

Wir setzen nun fiir S ein {i1,...,9,+1} € M ein und erhalten fiir alle
B:|B|>2

1 fallSB:{il,...,ik+1}

Ve({i1,...,i =
(it ir}) {0 falls |B| > 2 und B # {i1, ..., irs1}

Somit folgt aus 0 = Vo({i}) = Afi,,....i,.,) ebenfalls Ap = 0 fiir alle R :
|R| = k + 1. Letztendlich ergibt sich, dass alle Ap = 0 sein miissen. Das
war in diesem ersten Schritt zu zeigen.

2. Es wird jetzt gezeigt, dass es fiir jede beliebige Koalitonsbewertung V
geeignete A\g = Ag(V) gibt, so dass

V= > AgVs

BCM;B#0

gilt. Dafiir muss gezeigt werden, dass

VIN)=y v= > As(WVs(N) YNCM
B:BCM;B#0
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gilt.
Fiir Ap(V) setzen wir

As(V)= Y (1P
L:LCB
ein. Daraus ergibt sich
y=) Y PEEv@EW)
B:BCM;B#0 L.LCB
Wenn man nun die Definition von Vg (M) beriicksichtig, so folgt weiter

SETED DI DR C L7 0d

B:BCM;B#) L.LCB

Vertauscht man nun die beiden Summen und zihlt (—1)IZI=IE1 ab, so
erhdlt man

7= Z[ S (uEH v
LCN LB:LCBCN
|V

= Z Z Z <_1)|B\—|L| V(L)

LCN |b=|L| |B|=b;B:LCBCN

Da eine Menge B von b Elementen, die eine Menge L enthélt, aus einer

Menge N auf <|N| B L|> verschiedene Weisen gewéhlt werden kann, folgt

b—|L]
weiter
o (IN| = LI\ s
=2 |2 (o) Y V(L)
LCN |b=|L]|

Die Indextransformation 5 = b— |L| und die Anwendung der binomischen
Formel liefert

X (INI =L\ (it — S (INT= LI sy N s
> (B e = 2 (W) (cappeniis -
b=|L| 6=0

(=1+1) {1 falls M| — |L| =0

Eingesetzt ergibt sich
S (INT= 1L (i INI= LI (s
v = Z Z b— |L| (-1) V(L) + Z Z b— |L| (=1) V(L)
L=N [b=|L| LCN;L#N | b=|L|
=V(N)+0
Damit ist die Darstellung einer Koalitionsbewertung durch elementare Ko-
alitionsbewertungen gezeigt. Bleibt noch die Eindeutigkeit. Diese folgt aus

der Eigenschaft, dass die elementaren Koalitionsbewertungen eine Basis
bilden.
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g.e.d.

Wie wir aus der Lineare Algebra wissen, gibt es eine Vielzahl von verschie-
denen Basen zu einem Vektorraum. Da wir in diesem Kapitel spéter auf die
Shapley-Zuteilung eingehen mdochten, ist die hier getroffene Basiswahl sinnvoll.
Im weiteren Verlauf werden weitere Begriffe wie beispielsweise Dummyspieler,
Superadditivitdt, und wesentlich eingefiihrt, die fiir die spdtern Kapitel erforder-
lich sind.

3.12 Definition Ein Spieler heifst Dummy-Spieler, falls V(S U {i}) = V(S) fiir
alle S C M.

3.13 Definition Ein Spieler heifst unkooperativ, falls V(SU{i})—V(S) < V({i}
fiir alle S C M.

3.14 Definition Eine Koalitionsbewertung (bzw. eine charakteristische Funk-
tion einer Kooperation) bzw. ein kooperatives Spiel heifst superadditiv, wenn
gilt:

V(S)+V(T)<V(SUT) VS, TCM:SNT =10

Die Bedeutung der Superadditivitét liegt darin, dass ein Zusammenschluss zu
grofseren Koalitionen einen Mehrwert liefert. Diese Eigenschaft kann allerdings
nicht generell vorausgesetzt werden.

3.15 Definition Ein Spiel heifit wesentlich, wenn Y ;», V({i}) < V(M) an-
dersfalls heifst das Spiel unwesentlich

Das bedeutet, die Summe der Auszahlungen fiir jeden Einzelnen Spieler muss
kleiner sein als die Auszahlung der ,grofsen Koalition®, denn nur dann ist eine
Koalitionsbildung sinnvoll.

Zu dieser Defintion existiert ein Satz, den wir zur Begriindung der Definition
heranziehen.

3.16 Satz FEin unwesentliches Spiel hat héchstens eine Imputation, ndmlich
V({1}),V({2}),...,V({m}). Ein wesentliches Spiel hat unendlich viele verschie-
dene Imputationen.

Beweis: Es werde nun angenommen, dass das unwesentliche Spiel eine Impu-
tation z habe. Dann gilt

V(M) <Y V({i}) <Yz = V(M)
i=1 i=1
Daher muss also iiberall Gleichheit gelten, insbesondere z; = V({i}), wegen
z; > V({i}).

Im Falle der wesentliche Spiele kann die positive Grofse

V(M) = STV > 0

i=1

auf unendlich viele verschiedene Weisen in m positive Summanden ¢; zerlegt
werden, so dass sich unendlich viele verschiedene Imputationen z; = V({i}) +¢;
mit ¢ =1,2,...,m ergeben.
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g.e.d.

Ein kooperatives Spiel mit nur einem Spieler ist immer unwesentlich. Dies ergibt
sich direkt aus der Definition von wesentlich.

Im Folgenden werden wir wichtige Begriffe im Bezug auf Aquivalenz bei koope-
rativen Spielen und Dominanz-Aquivalenz einfiihren.

3.17 Definition Zwei kooperative Spiele T'j(M,V) und T'x(M,V) mit den
gleichen Spielern M heifien strategisch dquivalent, falls es ein k > 0 und ¢; € R
miti=1,2,...,m gibt, so dass

V(B)=kxV(B)+> ¢ VBCA
ieB
3.18 Definition Ein kooperatives Spiel heifst Null-Spiel, wenn seine Koaliti-
onsbewertung identisch 0 ist.

3.19 Definition Ein kooperatives Spiel dessen Koalitionsbewertung folgende
FEigenschaften hat

V{i})=0 i=1,....m V(M)=1
heifit ein 0-1-reduziertes kooperatives Spiel.

3.20 Definition FEine Imputation z = (21, ...,,;,) dominiert eine Imputation
y = (Y1,-..,Ym) beziiglich der Koalition B, falls

> 2 <V(B) Bedingung der Effektivitiit
i€EB
x; >1y; Vi€ B Bedingung der Préferenz

Wir bezeichnen diesen Sachverhalt auch mit x »=p y.

3.21 Definition Eine Imputation x dominiert die Imputation y, in Zeichen
x =y, wenn es eine Koalition B gibt, so dass x > y gilt.

Bemerkung: Die Imputationen = = (1,29, z3) eines 0-1-reduzierten koope-
rativen Spiels konnen als baryzentrische Koordinaten aufgefasst werden. Fiir
m = 3 lassen sich auf diese Weise Beispiele fiir Dominanz und einige weitere
Begriffe zeichnerisch in der Ebene darstellen. Hier sind dann die Zuteilungen die
Punkte 7 einer Dreiecksflache mit den Ecken a7, a3, aj:

T1a71 + Todn + T3d3 = Z
1 +r94+2x3=1

T1,T2,T3 > 0

Léasst man die Bedingung x; > 0 mit ¢ = 1,2,3 fallen, so durchlduft z" alle
Punkte der Ebene. Ferner erkennt man durch Nachrechnen, dass die Menge der
Punkte x1 = constant eine zum Vektor a3 — a3 parallele Gerade ist. Selbiges
gilt analog fiir xo, z3. Abbildung 3.1 zeigt den eben beschriebenen Sachverhalt.

Der néchste Abschnitt beschéftigt sich damit, welche Losungsverfahren exis-
tieren, um sich aus kooperativen Spielen rationale Entscheidungen ableiten zu
kdnnen.
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% 2

%=1 \'.‘ OD<x <1 X =0 X <0

Abbildung 3.1: Baryzentrische Koordinaten

3.2.2 Spieltheoretische Losungsverfahren fiir Koalitionss-
piele

In diesem Abschnitt werden spieltheoretische Losungsverfahren fiir kooperative
Spiele und somit auch fiir Koalitionsspiele vorgestellt. Es existieren in Spieltheo-
rie drei verschiedene Losungsverfahren: Das Auffinden von Losungen mit Hil-
fe des Kerns eines kooperativen Spiels, die von-Neumann-Morgenstern Lésung
(VNM-Lésung) und die Shapley-Zuteilung. Zuerst stellen wir das Verfahren mit
Hilfe des Kerns eines kooperativen Spiels vor.

Der Kern eines kooperativen Spiels

Es gilt den gewonnen Nutzen (bzw. Kapital) auf alle Teilnehmer einer Koalition
zu verteilen. Der Nutzen sei definiert als V(M) = "I, z;. Jeder Spieler i hat
selbstverstdndlich das Bestreben, dass sein Anteil z; moglichst grofs ist. Eine Art
,Nash-Gleichgewicht* wire im Fall der kooperativen Spiele eine Verteilung, bei
der sich nicht jeder Spieler gleichzeitig verbessern kann. Diese Verteilung kann
also nicht dominiert werden.

3.22 Satz Alle Zuteilungen z, die die Ungleichung

V(B)<) z VBCM
i€B

erfiillen, werden nicht dominiert.

Beweis: Eine dominierte Zuteilung miisste insbesondere fiir eine Koalition B
die Bedingung V(B) > ), #; erfiillen. Dies trifft jedoch fiir die Zuteilung, die
die Ungleichung aus Satz 3.22 erfiillt nicht zu.

g.e.d.

3.23 Definition Bei einem allgemeinen kooperativen Spiel I' ik heiit die Menge
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der Imputationen z, die die linearen Ungleichungen

m

>z = V(M)

Y z>V(B) VBCM
i€B

erfiillen, der Kern K(I'k) des Spiels.

Da unwesentliche Spiele hochstens eine Imputation besitzen, werden wir im
folgenden ausschliefslich wesentliche Spiele betrachten.

3.24 Satz Der Kern eines kooperativen Spieles ist konvex und genau dann nicht
leer, wenn das Optimierungsproblem

> z>V(B) VBCM

i€B
m
E z; — min
= (2150+52m)

eine Losung mit einem minimalen Zielfunktionswert V(M) hat.

Beweis: Der Kern ist konvex, da er durch lineare Ungleichungen definiert ist.
Das Ungleichungssystem hat immer eine Losung namlich

zi= max V(B).
B:BCMAEB

Die Ungleichungen enthalten auch die Bedingung

Y == V(B),

€M

so dass der Zielwert beschrankt ist. Damit eine Zuteilung vorliegt, muss die
Zielfunktion diese untere Grenze annehmen.

g-e.d.
3.25 Satz Gegeben sei ein Dreipersonen-Spiel in 0-1-reduzierter Form:
V{i})=0 i=1,2,3 V({1,2,3}) = 1.
Zudem gilt: V({2,3}) = a1, V({1,3}) = a2 und V({1,2}) = a3 wobei

0<ag,az,a3 <1
Der Kern ist genau dann nicht leer, wenn oy + as + az < 2.

Beweis: Eine Imputation z gehdrt genau dann zum Kern, wenn
Z1+ 22 2 ag z1+ 23 2> Qg 22+ 23 2
Beriicksichtigt man z; + 2o + 23 = 1 dann ergibt sich

23§1—a3 ZQS]._CYQ z1§1—a1.
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Summiert man die letzte Ungleichungskette auf, so erhélt man a1 +as+ag < 2.
Geht man allerdings von o +as+a3 < 2 aus, so kann man einen Punkt angeben
der im Kern liegt:
Es gibt e, > 0, a; +¢; <1 mit i = 1,2, 3, so dass
3
dvite)=2 z=l-a-g i=123

i=1
Man rechnet leicht nach, dass z eine Imputation ist und die Ungleichungskette
z23<1—ag 29 <1— a9 21 <1-—o1.
erfiillt. Also liegt z im Kern.
g.e.d.

Graphische Darstellung des Kerns

Die geometrische Gestalt des Kerns eines allgemeinen Dreipersonenspiels hangt
von der Lage der folgenden Geraden ab. Jede dieser Geraden ist parallel zu einer
Dreiecksseite.

g1 ={(21,22,23)|z1 = 1 = }

g2 = {(21, 22, 23)[22 = 1 — az}

g3 = {(21,22,23)|23 = 1 — az}
Deshalb kann der Kern entweder ein einzelner Punkt, ein Geradenstiick, ein
Dreieck, ein Viereck, ein Fiinfeck, oder ein Sechseck sein. Graphisch veranschau-

licht ist lediglich der Fall, dass der Kern ein Sechseck bildet. (vgl. Abbildung
3.2)

zy=1-a;

Abbildung 3.2: Méglicher Kern eines Dreipersonenspiels

Fiir die nachfolgenden Sétze und Definitionen formulieren wir das Opitmierungs-
problem aus Satz 3.24 um. Das dort beschriebene Optimierungsproblem lésst
sich wie folgt umformen. Mit Hilfe der Funktion

Loy L mlsien
1) =
P 0 fallsi¢ B
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folgt fiir das Optimierungsproblem:

> 1p(i)z > V(B) VBC M
=1

Zzi —  min

; )

yp =0
Z V(B)yp — max

yg:BCM

3.26 Definition Jeder Koalition B C M sei eine Zahl A\g > 0 zugeordnet.
Diese Menge (Ap)pcym von Zahlungen heifst eine Kollektion von ausgleichenden
Gewichten, wenn die Bedingung

Z Aplp(i) =1 Vi€ M.
B:BCM

gilt. Die Menge B = {B|A\p > 0} von Koalitionen wurde manchmal ebenfalls als
ausgeglichen bezeichnet.

Eine Menge B von Koalitionen, die eine Zerlegung von M ist, ist immer ausge-
glichen mit den ausgleichenden Gewichten:

{1 falls B € B
AB =
0 sonst

Man beachte dabei, dass der Spieler ¢ nur zu genau einer Koalition gehort.

3.27 Definition Ein kooperatives Spiel (M,V) heifst ausgeglichen, wenn fiir
jede Kollektion (Ag)pcm von ausgleichenden Gewichten die Ungleichung

> AsV(B) < V(M)

B:BCm

gilt.

3.28 Satz Der Kern eines kooperativen Spiels ist genau dann nichtleer, wenn
das Spiel ausgeglichen ist.

Beweis:

»= Sei nun der Kern nicht leer und x eine Zuteilung aus dem Kern uns B eine
ausgeglichene Menge von Koalitionen mit den ausgleichenden Gewichten
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(AB)Ben- Dann folgt:

> AsV(B) <Y Apx(B) =) Ap (ZQU) _

BeB BeB BeB i€B
€M B:ieB

= le <Z )\BIB(Z)>
€M BeB

| —4
=1 nach Definition 3.26

ieM

Zusammengefasst heiftt das

> AsV(B) < V(M)
BeB

fiir beliebige ausgeglichene Mengen B. Dies ist die Bedingung des Satzes.

Sei nun das Spiel ausgeglichen, dann hat das Opitmierungsproblem

2(y) S:SXC:M (S)ys — max

unter den Nebenbedingungen

> Istys=1 i=1,....m ys>0 VS:SCM
S:SCM

eine optimale Losung mit dem Zielwert V(M). Das dazu duale Problem

m
@)= w—,
unter den Nebenbedingungen
> Is(i)zi > V(S), VS:SCM
i=1

hat dann ebenfalls eine optimale Losung (z9,...,2%) mit dem Zielwert

’ m

V(M). Diese optimale Losung erfiillt insbesondere auch alle Nebenbedin-
gungen. Beachtet man, dass

Z Is(i)x; = Z x;
i=1 €S

gilt, so erkennt man, dass diese optimale Losung im Kern des Spiels liegt
und der Kern somit nicht leer ist.

g.e.d.



KAPITEL 3. OPERATIONS-RESEARCH-RELEVANTE SPIELE 25

von-Neumann-Morgenstern-Losungen (VNM-Lésungen)

Eine weitere Moglichkeit die Verteilung des Gewinns vorzunehmen ist die von-
Neumann-Morgenstern-Losung (kurz: VNM-Losung). Da der Kern nur eine so-
genannte innere Stabilitat - das heifit, keine Auszahlung aus K dominiert irgend
eine andere Auszahlung aus I - besitzt. Da es aber sein kann, dass es fiir irgend-
eine Auszahlung y unter Umsténden keine Auszahlung z € IC gibt mit z > y.
Deshalb wurde die VNM-Losung entwickelt.

3.29 Definition Die VNM-Lisung eines kooperativen Spieles nennt man die
Menge R von Imputationen, die folgende Bedingungen erfiillt:

(1) Keine Imputation aus R dominiert irgend eine andere Imputation aus R.

(2) Zu jeder Imputation x ¢ R gibt es eine Imputation z € R, die x dominiert:
Z >

3.30 Satz Wenn die VNM-Losung R # 0 ist, dann gilt K C R.

Beweis: Wenn K = (), dann gilt in jedem Fall £ C R.

Ist eine Auszahlung z € K, dann wird sie von keiner anderen Auszahlung domi-
niert. Wire z ¢ R, dann wiirde z von einer Auszahlung aus R dominiert. Dies
ist ein Widerspruch, deshalb muss gelten: L C R.

g.e.d.

3.31 Satz Wenn die VNM-Lésung R eines kooperativen Spieles nur aus einer
einzigen Imputation besteht, dann ist das Spiel unwesentlich.

Beweis: Wir nehmen nun an, dass das Spiel wesentlich ist und 0.B.d.A. in der
0-1-reduzierten Form vorliegt. Insbesondere ist damit auch m > 1. Sei nun z
die einzige Auszahlung und fiir ein j sei z; > 0. Ein solches j gibt es wegen
der Eigenschaften einer Auszahlung. Hieraus konstruieren wir nun eine neue
Auszahlung y:

o zﬂ—% falls 1 £ 5
"o falls i = j

Man rechnet nach, dass y nicht von z dominiert ist. Daher muss entweder y € R
sein oder es gibt eine weitere Auszahlung x, die y dominiert und zu R gehort.
In beiden Féllen enthélt R mindestens 2 Auszahlungen im Widerspruch zur
Annahme. Deshalb muss das Spiel unwesentlich sein.

g.e.d.

Die Shapley-Zuteilung

Shapley gab im Jahr 1953 eine Formel zu Berechung fiir eine Auszahlung an, die
sich aus vier Axiomen eindeutig ergibt. Um die Axiome formulieren zu kénnen,
ist eine weitere Definition notig:

3.32 Definition Sei 7 eine Permutation der Spieler. 7B sei das Bild der Koali-
tion B unter dieser Permutation. 7 heifst ein Automorphismus der Koalitions-
bewertung V, wenn

V(rB)=V(B) VBCM.
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Es folgen die Axiome von Shapley:

3.33 Definition Gegeben sie ein kooperatives Spiel ',y = (M,V). Eine Zu-
teilung ®(V) = (P1(V), 1 (V), ..., P, (V)) fiir dieses Spiel, die die folgenden
Bedingungen erfiillt, heit Shapley-Zuteilung (bzw. Shapley-Wert):

(1) Axiom der Effizienz:

(2) Axiom des Dummy-Spielers: Fiir jeden Spieler i mit
V(B) = V(B\{i}) VB:BCMAieB
gilt &;(V) =0

(3) Axiom der Symmetrie: Fiir jeden Automorphismus « vonV gilt: ®;(V) =
O (V)

(4) Axiom der Additivitdt: Sind V und W zwei Koalitionsbewertungen fiir
die gleiche Spielermenge, dann soll gelten:

PV+W)=3(V)+ (W)
3.34 Satz (Formel der Shapley Zuteilung) Die Shapley-Zuteilung ® (V) ist
fiir jedes Spiel gegeben durch folgende Berechnungsformel:
(IB] = 1)}(m — |B])!

m!

e (V)= Y (V(B)-V(B\{1}))

B:BCM

(3.1)

miti=1,...,m

Beweis: Da jede Koalitionsbewertung durch eine Linearkombination ele-
mentarer Koaltionsbewertungen dargestellt werden kann, zeigen wir zum Beweis
der Eindeutigkeit des Shapley-Werts, dass aus den Axiomen fiir die elementaren
Koalitionsbewertungen eine eindeutige Zuteilung folgt.

Fiir eine gegebene Koalition B betrachten wir nun die gestreckte elementare
Koalitionsbewertung

A falls BC L

Ve :P(M) —-R mit Vg(L)= {0 falls B ¢ L

Aus dem Axiom fiir Dummy Spieler folgt:
®;(Vg)=0 Vi¢B

Aus dem Axiom der Effizienz folgt unter Einbeziehung dieses Ergebnisses:

m

Z ®;(Vp) = _ ®;(Vp) =Vp(M) = A

i€B
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Wir betrachten nun Automorphismen 7, die alle ¢ € B permutieren, aber die
1 ¢ B unverdndert lassen. Dann gilt:

TB=B = (BCL< BCnrlL)

Hieraus folgt weiter
V(L) = Vg(rL)

und nach dem Axiom der Symmetrie ergibt sich die Shapley-Zuteilung zu

2 fallsie B
4 — ) 1BI
2i(AVe) {o falls i ¢ B
Aus den Axiomen haben wir also eine eindeutige Shapley-Zuteilung fiir die ele-
mentaren Koalitionsbewertungen hergeleitet. Da diese eine Basis des Vektor-
raums der Koalitionsbewertungen ist, so ist auch die Eindeutigkeit fiir beliebige
Koalitionsbewertungen bewiesen.
Im zweiten Schritt wird nachgewiesen, dass die in (3.1) angegebene Zuteilung
die Axiome erfiillt. Hierzu betrachten wir die Darstellung einer beliebigen Ko-
alitionsbewertung als Linearkombination der elementaren Koalitionsbewertung
aus Satz 3.10 die damals lautete:

1 falls Bc S

VB : ‘I}(M) — R mit VB(S) = {O talls B gZ g

V= > AgVs

BCM
Nun bringen wir das noch nicht verwendete Axiom der Additivitéat ins Spiel:

2= Y BV = Y 2

BCM BCM;icB Bl

Verwendet man nun die Darstellung des Randwerts r5(V) = 3, ;- 5(—1)BI=IEIY(L)
fiir Ap und vertauscht anschliefend die beiden Summationen, dann ergibt sich:

s = 3 @[Z(—U'B'L'wm

BCM;ieB LCB

= Z Z ﬁ(_l)lBl—lL\ V(L)

LCM | B:LU{i}CB
Es gibt genauso viele Teilmengen L von B ohne ¢ wie mit 7. Wenn ¢ € L ist,
dann gilt

W)= 3 () (r (i)

B:LU{i}CB |B]

und berticksichtigt man V(L) = V(L\ {i}), falls ¢ ¢ L, so folgt weiter

©:(V) = Y n(L) (VL) = VIL\{i}).

LCM
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Nach der Argumentation aus dem Beweis zu Satz 3.10 ergibt sich
§- 1 -1
(L) = - b—|L|
Yi(L) b( 1) — |L|

Wir verwenden nun .
1 _
- = 22 Yde,
b Jo

und die binomische Formel und setzen | = |L]|.

i (37 - [+ ()
[ -b_;)]xz

/1(1$)mll1d ( li]-
0 m'

Das zuletzt angegebene Integral stellt die sogenannte Betafunktion dar, die fiir
ganzzahlige m und [ den angefithrten Wert hat. Hieraus folgt schliefslich die
Behauptung.

g.e.d.

3.3 Das Simplexverfahren

Ein wichtiges Teilgebiet der Operations Research ist die lineare Programmie-
rung. Modelle dazu werden in der Praxis hdufig angewendet und grofe Compu-
terhersteller liefern fertige Softwarepakete zur Losung von linearen Optimierungs-
Modellen, die auch bei grofien Variablen (bis zu 10000 Variablen und Nebenbe-
dingungen) einsetzbar sind.

In diesem Kapitel wollen wir nun auf einige Modelle und Verfahren zur Lésung
von linearen Optimierungs-Problemen eingehen.

3.3.1 Das Simplextableau

Das Simplex Verfahren besteht darin, sich durch Basiswechsel jeweils von einer
Basislosung zu einer benachbarten besseren Basislosung zu bewegen, bis das so-
genannte Optimalitdtskriterium erfiillt ist oder das Problem als unbeschrankt
erkannt wird. Um die n6tigen Basiswechsel effizient durchfiihren zu kénnen und
Optimalitdt und Unbeschranktheit zu erkennen, fiihren wir das so genannte
Simplextableau® ein.

Die Zielfunktion im Simplextableau soll analog zu den Nebenbedingungen be-
handelt werden. Dazu bendtigt man eine ,kiinstliche“ Variable z, die den Ziel-
funktionswert reprasentiert. Daher kann man dann die Zielfunktion folgender-
mafen schreiben:

—z+4+c1x1+ ... + cpxn, = 0.

Eben diese Zielfunktion wird dann zusammen mit den Nebenbedingungen in
eine Matrix geschrieben, die man das Ausgangstableau nennt. Die erste Spalte
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besteht aus einer Eins und ansonsten nur aus Nullen, da die kiinstliche Variable
z nur in der Zielfunktion vorkommt.

1 c1 Cn 0
T 0 ail A1n bl _ 1 Ct 0
O|lA|Db

0 Am1 Amn, bm

Die Eintréage im Ausgangstableau werden mit ¢;; bezeichnet, wobei der Zeilenin-
dex ¢ von 0 bis m lduft (die 0-te Zeile enthalt die Koeffizienten der Zielfunktion)
und der Spaltenindex j Werte von 0 bis n+ 1 annimmt. Dieses Ausgangstableau
kann in ein passendes Tableau fiir jede Basis B umgeschrieben werden.
Notation: Ist B eine Basis, so bezeichnen wir mit 75 das Tableau, das nur die
Spalten enthilt, die zu der kiinstlichen Variable z und zu den Basisvariablen
gehoren, d.h.

Da Ap nach Voraussetzung regulér ist, ist auch T’p regulér. Die Inverse von Tz
hat folgende Gestalt:

Mit der Hilfe von T ist man in der Lage, das Ausgangstableau T in die zur
Basis B passende Form zu bringen.

3.35 Definition Ist B eine Basis, so ist

| &t =B AG A | =L AL

1
0

das zu B gehérende Simplextableau.

Ist diese Darstellung T'(B) niitzlich? Wozu kann sie verwendet werden? Zuerst
kann man bemerken, dass T'(B) dasselbe Gleichungssystem wie T représentiert,
da die Multiplikation mit der reguléren Matrix T3 ! keinen Einfluss auf dessen
Losung hat. In dieser nun vorliegenden Darstellung lassen sich aber die Werte
der Variablen in der Basislosung B anhand der Eintrige in der letzten Spalte
von T'(B) ablesen. Bei genauerem Betrachten der Eintrége von T'(B) wird dies
deutlich:

- Die erste Spalte ist immer (1,0, ...,0)!: Sie driickt daher den Gleichungscharak-
ter der Zielfunktion aus. Diese verdndert sich nie und kann daher im folgenden
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vernachlassigt werden.
- Nun betrachte man die Spalten, die zu den Basisvariablen gehoren, z.B. die
Spalte zur i-ten Basisvariablen, j = B(i). Es gilt:

-1 ~ ~ t, t A—1 _ =
AB Aj = (alj,...,amj) ;G5 — CBAB Aj =Cy

Daher erkennt man die zu einer Basis gehorenden Spalten daran, dass sie in der
Zielfunktionszeile eine Null stehen haben und darunter ein Einheitsvektor folgt.
- Fiir die Spalte, die zur i-ten Nichtbasisvariablen gehort, also j = N(i), gilt:

—1 (= ~ t. t —1 _
AB Aj = (alj,..‘,amj) ,Cj — CBAB Aj = Cj

Man kann daher in den nicht zu den Basisvariablen gehorenden Spalten die
reduzierten Kosten ablesen.
- Schlieflich gilt fiir die letzte Spalte:

Aglb =xp = —ctBA;;lb = cizg

Der negative Zielfunktionswert der Basislosung (zp,x ) ldsst sich also in der
Kostenzeile der letzten Spalte ablesen. Die Werte fiir die Basisvariablen (1), ..., Zp(m)
dieser Basislosung stehen in den Zeilen 1,...,m der letzten Spalte.

Diese Beobachtungen kénnen nun an einem Beispiel verdeutlicht werden.
Beispiel 1: Wir betrachten das folgende lineare Optimierungsproblem:

min: —xq + 2x9
sd: 21 + 29 <2
xp—x2 <1
X9 Sl
x1,22 >0

Bevor man Basislosungen bestimmen kann, muss das lineare Problem erst in
Standardform gebracht werden.

min: —xq1 + 229
sd: z1+ 20+ 23+04+0=2
x1—29+04+x24+0=1
O+22+04+0+25=1
T1,T2,T3,T4,T5 > 0

Daraus ergeben sich die Vektoren c¢,b und die Matrix A wie folgt:

1 1 1 0 0 2
¢ =(-1,2,0,0,0,A=[1 -1 0 1 0],b=|1
0 1 001 1

Das Ausgangstableau lautet daher wie folgt:

1{-1 2 0 0 0]O0
T— 01 1 1 0 0]2
01 -1 0 1 0]1
00 1 0 0 1]1
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Dieses Tableau ist schon ein Tableau beziiglich einer Basis, ndmlich beziiglich
der Basis B = {3,4,5}. Das erkennt man daran, dass die Spalten 3,4 und 5
den ersten, zweiten und dritten Einheitsvektor enthalten und in der Kostenzeile
dieser Spalten jeweils eine Null steht. Da in der dritten Spalte der erste Ein-
heitsvektor steht, gilt B(1)=3 und der Wert der Basisvariablen z3 = xp(;) ldsst
sich in der letzten Spalte ablesen, also x3 = Tp) = b~1 = tin+1 = 2. Fiir die
anderen Werte der Basisvariablen ergibt sich entsprechend

T4 =Tp(2) = by = tont1 = tag = 1,
x5 = Tp3) = b3 = tan+1 = t36 = 1.
Der Zielfunktionswert der Basislosung ist ton+1 = tog = 0.

Jetzt formulieren wir das Ausgangstableau zum Tableau fiir die Basis B=(1,2,4)
um. Wir bestimmen

1 1 0 1 0 -1
Ap= |1 -1 1]|,43'=[0 0 1|,
0 1 -1 1 2
1 0 -1
pAZ = (-1,2,001 0 0 1 | =(-1,0,3)
-1 1 2
1|1 0 -3
4 )01 0 a1
Ts = 00 0 1
0(-1 1 2
Nun kann man das Tableau T(B) bilden als
110 0 1 0 -3 -1
01 0 1 0 -1|1«10b
TE=10l0 1 0 0 1]1-8
0]0 0 -1 1 2|1« b

Um nun die zugehorige Basislosung ablesen zu kénnen, muss man sich zuerst
die Basisvariablen und die Nichtbasisvariablen klar machen:

- Nichtbasisvariablen N = {3,5} = N(1) =3,N(2) =5

- Basisvariablen N = {1,2,4} = B(1) =1,B(2) =2,B(3) =4

Die Werte der Basislosung lassen sich nun wie folgt ablesen:

T =Tp1) = by =tie =1,
x5 = xp(3) = b3 = t3n41 = t36 = L.
Da sie Nichtbasisvariablen sind, gilt z3 = x5 = 0. Die Basislosung zur Basis
B=(1,2,4) ist also # = (1,1,0,1,0). Den Zielfunktionswert der Lésung kann

man entweder berechnen,
c1-T1+cg-xo=-1-14+2-1=1,
oder direkt als das Negative von tgs = —1 im Tableau ablesen.

Beziiglich der Optimalitét sieht man, dass beide Tableaus negative reduzierte
Kosten in der O-ten Zeile haben. Daher kann man also nicht folgern, dass eine
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der beiden Losungen optimal ist und man wird versuchen, sie durch Basiswech-
sel zu verbessern.

Ein Nachteil des ganzen ist, dass die Berechnung der Inversen aufwéndig ist, so
dass die Bestimmung des Simplextableaus fiir eine Basis B anhand der Defini-
tion nicht zu empfehlen ist.

Da ist es natiirlich von Vorteil, dass man ein Tableau zu einer Basis B auch
ohne Kenntnis der Inversen bestimmen kann. Wie so ein Basiswechsel effizient
gemacht werden kann, wird nun im folgenden beschrieben.

Man betrachte dazu ein Tableau T(B) zu einer Basis B, und nehme an, dass das
Optimalitatskriterium nicht erfiillt ist, d.h. dass ein to; < 0 fiir ein j € {1,...,n}
existiert. Deswegen erscheint eine Verbesserung durch einen Basiswechsel mog-
lich. Dazu soll die Spalte j in die Basis aufgenommen werden, d.h. man will
die derzeitige Nichtbasisvariable von z; = 0 auf einen neuen Wert x; = § erhd-
hen. Dazu wendet man die sogenannte Quotientenregel (diese wird nur erwéhnt,
nicht im Detail eingefiihrt) an:

~ bi . ti(n+1)
6:73—1}71-1-1-1,7'1{(;»:aij>0}:¢_r%}.l.r.l,m{t~:tij>0 7

¥ ¥

Diese kann man direkt anhand der Werte im Tableau durchfiihren. Dieses Pro-
blem ist nun unbeschrankt, wenn alle ¢;; < 0 sind. Nehmen wir also an, dass

0= t“t”if”, d.h. B(r) soll die Basis verlassen. Nun kann man, anstatt das Ta-
T

bleau zur neuen Basis B’ = B\ {B(r)} U {j} ausgehend vom Starttableau T'
neu zu berechnen, eine Pivotoperation mit dem Pivotelement t,; durchfiihren.
Diese Vorgehensweise wurde bereits in Numerik ausfiihrlich behandelt. Hierbei
verwandelt man durch elementare Zeilenumformungen die j-te Spalte von T(B)
in den r-ten Einheitsvektor mit Kosten ¢y5; = 0. Das resultierende Tableau re-
présentiert ein Aquivalentes Gleichungssystem (da die Anwendung elementarer
Zeilenoperationen nichts anderes als die Multiplikation mit reguldren Matrizen
ist).

Es ergibt sich nun das Tableau T'(B’), da die anderen Basisspalten nicht veran-
dert wurden.

Dies wird jetzt anhand der vorangehenden Beispiels verdeutlicht:

Beispiel 2: Nun wird das Beispiel 1 fortgesetzt, indem man mit dem Tableau
zur Basis B = {1,2,4} startet.

170 0 1 0 -3[-1
|0 0 T 0 1|1
00 1 0 0 1]1
00 0 -1 1 1

Die Basislosung x1 = 1,22 = 1,23 = 0,24 = 1,25 = 0 mit Zielfunktionswert
ctz = 1 wurde bereits bestimmt. Da tg5 < 0, also die reduzierten Kosten der
Nichtbasisvariable x5 negativ sind, will man den Wert fiir x5 erhéhen und die-

se Variable in die neue Basis bringen. Daher wihlt man j = 5 und nach der
Quotientenregel ergibt sich
11 1
0=min{ -, = ¢ = =,
172 2



KAPITEL 3. OPERATIONS-RESEARCH-RELEVANTE SPIELE 33

also 7 = 3 und die Variable zg(3)y = x4 soll die Basis verlassen. Das Pivotelement
ist somit £,; = t35 = 2.

Um die fiinfte Spalte zu dem dritten Einheitsvektor zu transformieren, ohne
die Einheitsvektoren in den Spalten 1 und 2 zu verindern, geht man bei der
Pivotfaktorisierung folgendermafen vor:

Teile zuerst die letzte Zeile durch 2. Danach addieren man die neu entstandene
letzte Zeile drei mal zu Zeile 0, ein mal zu Zeile 1 und -1 mal zu Zeile 2. Daraus
ergibt sich ein neues Tableau:

170 0 -1/2 3/2 0]1/2
01 0 1/2 1/2 0]3/2
0/0 1 1/2 -1/2 0] 1/2
0/0 0 -1/2 1/2 1]1/2

Dieses Tableau ist das Tableau T(B’) zur Basis B’ = {1,2,5}. Die Werte der
Basisvariablen kann man nun wieder anhand der letzten Spalte ablesen, so dass
sich mit x1 = 3/2,29 = 1/2,23 = 0,24 = 0,25 = 1/2 die zugehorige Basislosung
ergibt. Der Zielfunktionswert betrigt ¢tz = —1/2. Da die reduzierten Kosten
der Variablen z3 mit tp3 = —1/2 < 0 negativ sind, wéahlen wir im néchsten
Schritt j = 3. Nach der Quotientenregel erhédlt man r = 2, das Pivotelement ist
also tog = 1/2.

In diesem Fall fithrt man bei der Pivotisierung folgende Zeilenoperationen aus:
Zuerst addiere man Zeile 2 zu Zeile 0, dann addiere man Zeile 2 zu Zeile 3,
danach zieht man Zeile 2 von Zeile 1 ab und multipliziert daraufhin Zeile 2 mit
2.

Das Ergebnis ist im néchsten Tableau, das zur Basis B” = {1, 3,5} gehort, dar-
gestellt:

110 1 0 1 0|1
0(j1 -1 0 1 0]1
0j0 2 1 -1 0]1
00 1 0 0 1]1

Die zugehérige Basislosung ist x = (1,0,1,0,1)! mit Zielfunktionswert -1. Da in
diesem Tableau alle reduzierten Kosten to; grofer oder gleich 0 sind, ist x nach
folgendem Satz 1.4 optimal.

3.36 Satz (Optimalitdtskriterium fiir Basislosungen) Ist x eine zuléssige Ba-
sislosung bezitiglich einer Basis B von A und gilt

EN@) = ONG) — CtBA;AN(j) >0vj=1,...,n—m
so ist x eine Optimallésung des linearen Programms min {c'z|Az = b,z > 0}.

Beweis: Eine Basislosung © = (Aglb, 0) ist optimal, wenn z = 0 die Optimie-
rungsaufgabe

min {5 A5'b + (cly — s A5 An)zn|zy > 0}
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16st, d.h. wenn x = 0 optimal ist fiir
min(chy — ctBABIAN)xMxN >0

also wenn
(CN(j) — CtBAl_glAN(j)) >0vje{l,...n—m}.

Anmerkung: Sind die reduzierten Kosten aller Nichtbasisvariablen grofer oder
gleich Null, so ist die Optimalitéit der Losung gewéhrleistet. Allerdings ist dieses
Optimalitétskriterium nur hinreichend, nicht aber notwendig. Dementsprechend
gilt der umgekehrte Fall nicht, d.h. es gibt lineare Programme in denen redu-
zierte Kosten echt kleiner als Null auftreten, aber die entsprechende Basislésung
dennoch optimal ist. Man darf im allgemeinen fiir eine optimale Basislosung x
also nicht folgern, dass cy(;) > 0.

g.e.d.

Nun muss noch die Korrektheit der Pivotisierung nachgewiesen werden.

3.37 Lemma : Sei B Basis und B’ = B\ {B(r)} U{j} eine benachbarte Basis.
Dann kann T(B') durch Pivotisieren mit t,; berechnet werden.

Beweis: Wird weggelassen, da er nichts zur Spieltheorie beitrdgt und eher in
den Bereich der Numerik fallt.

3.3.2 Beschreibung des Algorithmus

Das Simplex-Verfahren beruht auf der im letzten Abschnitt entwickelten Idee
des Basiswechsels, der im Simplextableau durchgefiithrt wird:

Immer wenn das Optimalitdtskriterium nicht erfiillt ist, wird ein Basiswechsel
durchgefiihrt und mittels einer Pivotoperation das zur néchsten Basis passende
Simplextableau bestimmt. Eben dieses Verfahren ldsst sich wie folgt formulie-
ren:

Algorithmus 1: Simplex- Verfahren(Basisform,)

Input: Basislosung (zp,zy) zu einer Basis B

Schritt 1: Berechne das Simplex-Tableau T'(B)

Schritt 2: Falls to; > 0Vj =1,...,n

STOPP: Die zum Tableau gehérende Basislosung (rp,rn) mit ) = tin41)
Vi=1,..,mund zy(; = 0Vj = 1,...,n — m mit Zielfunktionswert —tp(,41) ist
optimal.

Schritt 3: Wahle j mit to; < 0.

Schritt 4: Wenn t;; <O0Vi=1,...,m

STOPP: LP unbeschrénkt.

Schritt 5: Bestimme r € {1,...,m} mit tr(tiijl) =min—1__m {t’(t"%” Dt > O}.

Schritt 6: Pivotisiere mit ¢,;, d.h. multipliziere Zeile r mit ti und addiere fiir
rJ

alle Zeilen 7 = 1,...,m;i # r das —z’%—fache von Zeile r zu Zeile 1.
Schritt 7: Gehe zu Schritt 2.
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Die Korrektheit des Verfahrens folgt aus dem Hauptsatz der linearen Optimie-
rung und der Verwendung des Pivotisierens zum Basiswechsel.

Bevor man das Verfahren allerdings anwenden darf, sind noch folgende Uberle-
gungen notwendig;:

1. Man muss untersuchen, ob das beschriebene Verfahren endlich ist.

2. Es ist zu kléren, wie man die im Input geforderte zuléssige Startlésung er-
zeugen kann. Falls dies nicht moglich ist, so gibt es ein anderes Verfahren, mit
dem man das Problem l6sen kann.

3.3.3 Degeneriertheit und Endlichkeit des Simplex-Verfahrens

In diesem Abschnitt wird untersucht, ob das Simplex-Verfahren, so wie es im
Algorithmus definiert ist, endlich ist, d.h. ob es irgendwann mit einer optima-
len Basislosung oder dem Hinweis, dass das Problem unbeschrénkt ist, abbricht.

Bereits bekannt ist, dass es maximal (Z) Basislosungen geben kann. Wird jede

hochstens einmal im Simplex-Verfahren ,besucht”, so ist das Verfahren endlich.
Das wére gewéhrleistet, wenn wir zeigen konnten, dass sich der Zielfunktions-
wert in jedem Pivotschritt verbessert. Da aber leider dies nicht der Fall ist, muss
das Simplex-Verfahren sogar etwas modifiziert werden, um seine Endlichkeit zu
garantieren. Dazu ben6tigt man zunéchst eine Definition:

3.38 Definition : Eine Basislésung heifit degeneriert (oder entartet), falls min-
destens eine ihrer Basisvariablen den Wert 0 hat.

Im Fall, dass es keine degenerierten Basislosungen gibt, ist das Problem der
Endlichkeit des Simplex-Verfahrens nach den Voriiberlegungen schnell geklart.

3.39 Satz : Sei (LP) ein lineares Programm, das nur nicht degenerierte Ba-
sislésungen besitzt. Dann endet das Simplex-Verfahren nach spétestens (;;)

Pivotoperationen.

Beweis: In jeder Pivotoperation wird der Zielfunktionswert um x y ) cn(s) ver-
bessert. Wir wollen zeigen, dass dieser Wert xy(5)cn(s) > 0 ist. Nach der Quo-
tientenregel gilt:

. b; -
TN(s) = Min {W DaiN(s) > 0}

Entweder ist das lineare Programm unbeschriankt oder das Minimum existiert
und

bi

a;N(s)

>0,

weil man weiR, dass b; als i-te Komponente von A~'b dem Wert der neuen
Basisvariablen x; entspricht und somit nach der Voraussetzung, dass B nicht
entartet ist, echt grofer Null ist. Weil sich der Zielfunktionswert in jedem Schritt
echt verbessert, kann sich also keine Basislosung wiederholen und das Verfahren
ist endlich.
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g.e.d.

Bei entarteten linearen Programmen kann es passieren, dass das Simplex-Verfahren
kreist. Um dies zu verhindern muss man die angewendete Pivotregel modifizie-
ren. Bisher wurde als Pivotspalte eine beliebige Spalte mit negativen reduzierten
Kosten gewahlt, und auch bei der Auswahl der Pivotzeile nicht drauf geachtet,
welches r wir wéhlen, falls das Minimum in der Quotientenregel nicht eindeutig
war. In der Praxis fiihrt allerdings bei der Auswahl der Pivotspalte eine Spalte
mit betragsméfig moglichst grofsen negativen Kosten zu den besten Ergebnissen.
Da man ja das ,Kreisen“ verhinden will, kann man folgende Pivotregel anwen-
den:

Bland’s Pivotregel:

- Wihle Spalte j mit negativen Kosten durch:

J =min{j’ : ty;; <O0}.
- Wahle in der Quotientenregel r so, dass

B(r) = min {B(z) Dt > Oundt“;:%j” < t"'(t”k%l)mittkj > O}
d.h. die erste Basisvariable, an der das Minimum angenommen wird, muss die
Basis verlassen.
Den Beweis dafiir, dass das Simplex-Verfahren mit dieser Pivotregel endlich ist,
wird hier nicht angefiihrt.
Der Nachweis der Endlichkeit ldsst nun auch die Schlussfolgerung zu, dass jedes
endlich 16sbare lineare Programm mindestens eine Basislosung besitzt, die das
Optimalitétskriterium erfillt.
Am Ende dieses Abschnitt sollte noch erwdhnt werden, dass in der Praxis sehr
hiufig entartete Basen auftreten, aber ein Kreisen des Simplex-Verfahrens kaum
beobachtet wird.

3.3.4 Finden einer zulissigen Startlosung-das 2-Phasen-
Simplex-Verfahren

Im Simplex-Verfahren wird als Input eine zuldssige Basislosung gefordert. In
diesem Abschnitt spielt die Berechnung einer solchen eine zentrale Rolle. Im
einfachsten Fall liegt unser lineares Programm in <-Form mit positiver rechter
Seite b vor, also etwa

min c'z; s.d. Az < b,

mit einer m x n-Matrix A,c € R™ und b € R™, wobei wir voraussetzen, dass
B; > 0 fiir alle ¢ = 1,...,m. Nun bringt man das lineare Programm durch die
Einfiihrung von m Schlupfvariablen in Standardform und erhélt

min c'z; s.d. Az + Iy = b,y > 0

Eine Basis der Koeffizientenmatrix A = (A|I) ist also durch die zu den Schlupf-
variablen gehorenden Spalten Ag = I gegeben. Die entsprechende Basislésung
ergibt sich daher als

on=0,Xp=Az'b=1Ib=1b>0.
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Diese entspricht genau dem Ursprung im Originalproblem in <-Form und weist
den Zielfunktionswert Null auf.

Dieser einfache Fall liefert uns die grundsétzliche Idee zum Erzeugen einer ersten
zuléssigen Basislosung. Diese wird zuerst anhand eines Beispiels verdeutlicht:

Beispiel 3: Betrachten wir das folgende System

0 1 1 0 0] 3
Ap) = 2 2 0 2 o 2
1 -1 0 0 1|-1

Um eine positive rechte Seite zu erhalten, multiplizieren wir zunéchst alle Zeilen
i mit b; < 0 mit (—1). Man erhélt:

0 1. 1 0 03
— -2 2 0 2 0|2
1 1 0 0 -1/1

Die beiden markierten Eintrage konnen bereits als Schlupfvariablen interpretiert
werden, da sie die einzigen positiven Eintrdge ihrer Spalten sind und positive
Koeffizienten haben. Dies geht bei Zeile 3 nicht, da die Basis B = {3,4,5} zu
einer unzuldssigen Basislosung 1 = o = 0,23 = 3,24 = 2,25 = —1 fiihrt.
Dabher fiithrt man dann fiir die dritte Zeile eine neue Variable #3 ein, mit:

T1+a204+0-234+0-24 —2x5+23=1,

und man erhélt das neue System

) 0 1 1 0 0 03
Ap)={ 2 2 0 2 0 02
1 1.0 0 -1 11

Hier ist eine Basis bekannt, nimlich {3,4,6}. Allerdings wurde durch die Ein-
fiihrung der neuen Variable #3 das Originalproblem veréndert. Daher wird im
néchsten Schritt als Hilfsproblem das lineare Programm

minZz};s.d. DA <:f) =b; (%) >0
gt z z

gelost, um die neuen Variablen wieder ,Joszuwerden. Dieses Hilfsproblem hat
im Vergleich zum Originalproblem einen entscheidenden Vorteil: Es kann mit
dem Simplex-Verfahren gelost werden, da man aufgrund der Konstruktion be-
reits eine zuléssige Basislosung kennt. Formal muss man zur Erzeugung einer
zuléssigen Basislosung wie folgt vorgehen:

1. Multipliziere alle Zeilen i fiir die b; < 0 mit (—1). Sei min {c’z : AX = b,z > 0}
das resultierende lineare Programm mit b > 0.

2. Lése das Hilfsproblem min {>""" | z; : Az + I& = b;x, & > 0}.

Warum hilft die Losung des Hilfsproblems weiter? Dies wird der folgende Satz
zeigen. Wie schon in Schritt 2 nimmt man der Einfachheit halber an, dass man
in jeder Zeile eine Hilfsvariable eingefiigt hat. Wie das eben betrachtete Beispiel
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zeigt, kann man je nach Gegebenheit des Originalproblems oft auch mit weniger
Hilfsvariablen auskommen.

3.40 Satz : Seidas (LP) min{c'z : Az = b,z > 0} gegeben und seimin{> .| #; : Az + I& = b;z,& > 0}
das zugehorige Hilfsproblem. Dann gilt:
(LP) ist zulissig < min{Y ;| #@; : Ax + IZ = b;x, & > 0} = 0.

Beweis:

= Sei (LP) zuldssig. Dann existiert Z mit ATz = b,z > 0. Eine zuléssige
Losung des Hilfsproblems erhélt man in diesem Fall durch z := Z, 2 := 0.

< Seinun min{) ;. & : Az + 1% =b;z,& >0} = 0.
Tk . A
Ist (33*) optimal, so gilt zx = 0.

= Jr*x > 0 mit Azx = b.
Also ist (LP) zuléssig.

g.e.d.

Nun wissen wir, dass sich eine zuléssige Losung des linearen Programms (LP)
durch Lésen des Hilfsproblems leicht finden ldsst. Allerdings ist noch die Frage
offen, wie man eine Basislosung findet. Hierbei unterscheidet man zwei Félle:

Fall 1 Alle Z*-Variablen sind Nichtbasisvariablen. Dann sind die z*-Variablen
Basisvariablen und wir kénnen sie als zulédssige Basislosung des Original-
problems verwenden.

Fall 2 Ist &f = O eine entartete Basisvariable (das heifit eine Basisvariable, die
den Wert Null annimmt), so pivotisiert man sie aus der Basis heraus, bis
man eine optimale Basislosung erhélt, die keine kiinstlichen Variablen als
Basisvariablen hat.

Dass man die kiinstlichen Variablen aus der Basis heraus pivotisieren kann, wird
hier nicht gezeigt.

Die Minimierung des Hilfsproblems nennt man auch Phase 1 des Simplex-
Verfahrens. Der in Algorithmus 1 beschriebene eigentliche Simplex-Algorithmus
heifst Phase 2 des Simplex-Verfahrens.

Bei der Umsetzung von Phase 1 miissen folgende Hinweise unbedingt beachtet
werden:

- Im Starttableau ist eine Basis B leicht ablesbar. Man darf aber nicht ver-
gessen, die Kosten der Basisspalten in der obersten Zeile des Tableaus durch
elementare Zeilenoperationen auf Null zu setzen, so dass das Tableau T'(B) der
entsprechenden Basis B vorliegt.

- Vor Beginn der Phase 2 miissen die Kostenkoeffizienten der durch Phase 1
bestimmten neuen Basisvariablen durch elementare Zeilenoperationen auf Null
gesetzt werden.

Algorithmus 2: 2-Phasen Simplex-Verfahren
Input: Lineares Programm der Form min {c'z : Az = b,z > 0}, wobei A eine
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m X n-Matrix, b € R™, c € R".
Schritt 1: Erzeuge das Gleichungssystem Ax+ 1z = b, mit m x m Einheitsmatrix
lTund b>0.

1. Multipliziere Spalten mit negativem b; mit (—1)

2. Addiere die Variable #; zu Zeile 7,7 =1,...,m
Schritt 2: Erzeuge das entsprechende Tableau T'(B) zur Basis B, wobei B die
Spalten von I enthélt. (Basislosung & = b,x = 0)
Schritt 3: Lose z = min{) ;- @; : Av + I& = b;x, & > 0}
Schritt 4: Wenn z > 0, STOPP: Das LP ist unzuléassig.
Schritt 5: Wenn z = 0:

1. Pivotisiere alle kiinstlichen Variablen &; aus der Basis.

2. Streiche die zu Z gehdrenden Spalten aus dem Tableau.

3. Ersetze die Zielfunktion durch c'z.

4. Wende elementare Zeilenoperationen an, um die Koeffizienten der Ba-
sisvariablen

in der Zielfunktion zu Null zu machen.
Schritt 6: Wende Phase 2 des Simplexverfahrens (d.h. Algorithmus 1) an, um
das so entstandene lineare Programm zu l6sen.

Beispiel 4: Hier wird nun Beispiel 1.10 fortgesetzt, wo das Originalproblem
durch das folgende Tableau gegeben ist:

2 -1 0 0 0] O
0 1 1 0 0] 3
2 2 0 2 0] 2
-1 -1 0 0 1]-1
Nach der Einfiihrung einer kiinstlichen Variablen in Zeile 3 erhalten wir das

folgende Hilfsproblem:

o OO

-1
1

(an)
e ] =)
o O = O
o~ oo
—
= O Ol
=== WO

Hier kennt man die zuldssige Basis B = {3,4,6} bereits. Nun muss die Kos-
tenzeile an diese Basis angepasst werden. Um in der 6. Spalte eine Null als
Koeffizient zu erreichen, subtrahieren wir die 3. Zeile von der Kostenzeile. Dar-
aufhin erhélt man das folgende Tableau:

-1 -1 0 0 1 0]-1
0 1 1 0 0 0| 3
-1 1.0 1 0 0] 1
1 1 0 0 -1 1] 1

Hier kann man die Basislosung z1 = 29 = 25 = 0,23 = 3,24 = 1,243 = 1 mit
Zielfunktionswert 23 = 1 ablesen. Nun sucht man mit dem Simplex-Verfahren
die Losung des Hilfsproblems. Als Pivotelement wahlen wir t3; = 1 und erhalten
nach der entsprechenden Pivotoperation das folgende Tableau
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0 0 0 0 0 1]0
0 1.1 0 0 0|3
0 2 0 1 -1 1|2
11 0 0 -1 1]1

mit der Basis B(1) = 3,B(2) = 4,B(3) = 1. Der Zielfunktionswert lésst sich
oben rechts als Null ablesen und ist damit optimal. Aufferdem sind alle kiinstli-
chen Variablen (in unserem Fall also #'3) Nichtbasisvariablen, so dass man ohne
weitere Pivotoperationen zum Originalproblem zuriickkehren kann. Dazu miis-
sen wir nur die zu den kiinstlichen Variablen gehorenden Spalten weglassen und
die Kostenzeile des Hilfsproblems durch die Kostenzeile des Originalproblems
ersetzen.

-2 -1 0 0 010
0 11 0 013
0o 2 0 1 -1|2
1 1 0 0 -1]1

Im Originalproblem kénnen wir nun als Startbasis die optimale Basis B’ =
{3,4,1} des Hilfsproblems verwenden. Dazu muss aber zunéchst wieder die Kos-
tenzeile an die neue Basis B’ angepasst werden.

Wir transformieren die —2 ,oben links*“ zu 0, indem wir das Doppelte der 3.
Zeile zu der Kostenzeile addieren und erhalten das Tableau

01 0 0 -2]2
0 1.1 0 0]3
0 2 0 1 -1]2
1 1 0 0 -1]1

mit Basislosung 1 = 1,29 = 0,23 = 3,24 = 2,25 = 0 und Zielfunktionswert
—2x7 — xg = —2. Weitere Pivotoperationen sind nicht notwendig, da Spalte 5
des Tableaus zeigt, dass das Problem unbeschrankt ist.

Das Ergebnis lautet also: Das Originalproblem ist unbeschrankt.

3.3.5 Das revidierte Simplex-Verfahren

Das revidierte Simplex-Verfahren ist bei linearen Problemen mit sehr vielen Va-
riablen von grofter praktischer Bedeutung. Zusétzlich ist es die Grundlage fiir
viele Verfahren der ganzzahligen Optimierung, zum Beispiel fiir Spaltengenerie-
rungsverfahren und Dekompositionsansétze.

Die Ausgangsiiberlegung ist folgende: Bei grofsen Tableaus wird das Pivotisieren
des ganzen Tableaus aufwéindig und das Simplex-Verfahren damit ineffizient. Im
Fall, dass m << n, kann man das Simplex-Verfahren entscheidend verbessern.
Dazu betrachte man nochmal das Vorgehen zur Bestimmung des Pivotelements:
1. Entscheide, ob es eine Nichtbasisvariable mit negativen reduzierten Kosten
gibt, also eine Spalte j mit ¢; = ¢; — cpAz'A; < 0.

2. Wenn es so eine Spalte j gibt, wahle sie als Pivotspalte und bestimme die

Pivotzeile durch ~
by .
mim{~ DGy > O},
a,-j
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wobei b = Aglb, /fj = AlglAj ist.

Um die letztere der beiden Informationen zu erhalten, st also nicht das komplette
Tableau notig, sondern die Kenntnis von Agl reicht aus. Dies liefert uns die Idee,
die Pivotisierung immer nur in einem kleineren Tableau mit nur m + 2 Spalten
durchzufiithren, das aus den m Basisspalten besteht zuziiglich der neuen Spalte
j. Man betrachte dazu folgendes Ausgangstableau, in dem eine zulissige Basis
bereits bekannt ist,

1{c (00
O|lA|I|D

und erinnern an die Definition 3.35 des Tableaus T'(B) zu einer beliebigen an-
deren Basis B:

L] ct=c —chAZTA | AL | - AGTD
A=AZA AGT | b= AL

Im nun folgenden Verfahren werden A und @ in den Pivotoperationen nicht
vollstédndig berechnet.
Algorithmus 3: revidiertes Simplex-Verfahren (Basisform)

;
Input: Lineares Programm mit Ausgangstableau (1) CA (I) g , Trea(B) =
00 ~ -
5 B:={n—-m+1,..,n},b=b A=A

Schritt 1: Falls ¢; = ¢; — ¢y At A; > 0 fiir alle j € N STOPP:

(rp,xN) mit xpg;) = b;zn = 0 ist optimal.

Schritt 2: Sonst wahle j € N mit ¢; < 0. Erzeuge fij = AZ'A; (A, bezeichnet
dabei die j-te Originalspalte) und fiige die Spalte Aj ganz rechts an das Tableau

Treq an.
bNr . 51 ~
— = min —1a;; >0,
Qrj i=1,...,m | G;;

Schritt 3: Bestimme

Existiert der Ausdruck nicht, STOPP: Das lineare Programm ist unbeschrinkt.
Sonst: Pivotisiere (T}.cq|A;) mit Pivotelement a;;. Setze B(r) = j. Erhalte neues
Agl aus Spalten 1,...,m von T,.q und gehe zu Schritt 1.

Das revidierte Simplex-Verfahren eignet sich besonders gut, wenn jede Spalte
eine mogliche Losung eines Problems représentiert, und man diese Losungen
nicht mitfiihren muss, sondern erzeugen kann. Das Teilproblem, eine Spalte mit
moglichst kleinen reduzierten Kosten zu finden, oder zu bestéatigen, dass es keine
negativen reduzierten Kosten gibt, wird dabei als Pricing-Problem bezeichnet.
Daher wird die Effizienz des revidierten Simplex-Verfahrens mafgeblich davon
beeinflusst, wie effizient man das Pricing Problem 16sen kann. Deswegen wird
dieses Verfahren in der Praxis oft bei der Losung grofser ganzzahliger Program-
me eingesetzt. Beispiel dafiir wire das Bearbeiten von Personaleinsatzproblemen
(Crew Scheduling).



Kapitel 4

Beispiel

4.1 Koalitionsspiel

Folgendes Beispiel veranschaulicht die Vorgehensweise des Operations Research
anhand einer ,Koalitionsbildungssituation®

4.1.1 Ausgangssituation in der Realitat

Wir betrachten folgende Automobilhersteller: Audi, BMW, Mercedes, Opel und
VW. Nachfolgende Tabelle zeigt die Verteilung des PKW-Bestandes und die
Verteilung der Altfahrzeuge in Deutschland am 1. Janar 20081

Hersteller | Marktanteil | Anzahl PKW | Altfahrzeuge | Anteil Alt-KfZ ohne Sonstige (g¢;)
Audi 6,1 % 3,355 Mio. 384 300 10,74 %
BMW 6,5 % 3,575 Mio. 409 500 11,44 %
Mercedes 9,1 % 5,005 Mio. 573 300 16,02 %
Opel 13,8 % 7,59 Mio. 869 400 24,30 %
VW 21,3 % 11,715 Mio. 1 341 900 37,5 %
Summe 1 56,8 % 31,24 Mio. 3 578 400 100 %
Sonstige 432 % 23,76 Mio. 2 721 600 -
Summe 2 100 % 55,0 Mio. 6 300 000 -

Da wir ausschlieklich die deutsche Automobilindustrie betrachten, wurden al-
le nicht deutschen Hersteller unter dem Punkt ,Sonstige* zusammengefasst. In
diesem Beispiel m&chten wir herausfinden, welche Alternativen bei der Altfahr-
zeugverschrottung vorgezogen werden.

Um die Altfahrzeuge verschrotten zu kénnen, miissen die Automobilhersteller
eine Fahrzeugrecyclinganlage bauen. Dabei haben sie die Moglichkeit zusammen
oder in einzelnen Partnerschaften eine bzw. mehrere grofse Entsorgungsstation
zu bauen. Das Management der einzelnen Firmen md&chte eine Handlungsemp-
fehlung bzgl. der besten Alternative erhalten. Das Management weif, dass es ver-
schiedene Grofien der Anlagen gibt und ist iiber die jeweiligen Bau- und Unter-
haltskosten informiert. Zudem liegen die Transportkosten crransport = 0,065€
pro Kilometer und Auto. Nachfolgende Tabelle liefert auch uns Informationen

LQuelle: Kraftfahrt Bundesamt
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iiber verschiedene Verschrottungsanlagen, deren Kapazitat, den Unterhaltskos-
ten und der Nutzungsdauer:

Anlage Kapazitdt | Baukosten | Unterhalt | Nutzungsdauer
Anlage A | 600 000 25 Mio. € | 0,7 Mio. € 10
Anlage B | 900 000 30 Mio. € | 1,2 Mio. € 10
Anlage C | 1900 000 | 45 Mio. € | 2,0 Mio. € 10
Anlage D | 3 700 000 | 50 Mio. € | 2,8 Mio. € 10

Wir betrachten die Situation aus Sicht des Managements der BMW AG. Um uns
die Situation auch geographisch vor Augen zu fiihren, zeigt Abbildung 4.1 eine
Karte mit den Verbindungen zu den jeweiligen Hauptstandorten der Hersteller.?

° Ihi

._ > i teutlingen ¥
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Abbildung 4.1: Hauptstandorte der fiinf grofsen deutschen Automobilhersteller

4.1.2 Identifizierung der Problemstellung

Die Operations - Research - Abteilung von BWM hat nun zunéchst die Aufgabe
aus diese Rahmenbedingungen in eine explizite Problemstellung zu definieren.

2Quelle: Googlemaps
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Problem: Auffindung der optimalen Handlungsstrategie unter Beriicksichti-
gung einer moglichen Koalitionsbildung mit anderen Herstellern, bei der Alt-
fahrzeugentsorgung.

Nachdem nun das Problem definiert wurde, muss die Abteilung feststellen, ob
die jeweilige Alternative optimal ist:

Die gegebene Situation behandelt die Entsorgung von Altfahrzeugen, die mit
Entsorgungskosten verbunden ist. Deshalb ist die Alternative, welche die ge-
ringsten Kosten verursacht, die optimale Handlungsstrategie.

Dieses Problem lésst sich somit als Opitmierungsproblem bestimmen, das mit
spieltheoretischen Hilfsmitteln zu l6sen ist. Man priift mogliche Koalitionen auf
Optimalitdt und iiberpriift ob eine Koalition auch aus Sicht der méglichen Part-
ner sinnvoll ist.

Im néchsten Schritt wird das definierte Problem mathematisch erfasst.

4.1.3 Mathematische Darstellung des Problems

Wir mo6chten die Nutzenfunktion (die in diesem Beispiel die entstandenen Kos-
ten représentiert) minimieren. Deshalb sind wir auf der Suche nach:

min — UBMW

Der wichtigste Schritt folgt nun: Das Aufstellen der Nutzenfunktion aus den
gegebenen Informationen

Uj = CBau * Pi + Cunterhalt * Dbi - t+ CTransport * L Auto * TEntfernung * t
mit ¢ € M = {Audi, BMW, Mercedes, Opel, VW}

Dabei ist & 4u¢0 die Anzahl der zu transportierenden Fahrzeuge und = gnifernung
die Anzahl der Transportkilometer. p; ist ein Faktor der den Marktanteil wie-
derspiegelt. Er sei wie folgt definiert:

4% 1
min qp Zk 9j

7=1 minq,

mit b € B = {Koalitionsteilnehmer} und k € B

Pip =

Bei Betrachtung der Nutzenfunktion wird man feststellen, dass wir diese iiber
die gesamte Nutzungsdauer der Anlage aufgestellt haben und die Entfernung
die einzige Variable ist. Demnach muss man einen maximalen ,,Radius* um den
Hauptstandort bestimmen, in dem sich die gemeinsame Anlage befinden muss,
damit eine Kooperation sinnvoll ist.

Damit haben wir nun alle nétigen Informationen um die an uns gestellte Auf-
gabe zu 16sen, um somit dem Management der BMW AG eine Empfehlung
aussprechen zu kénnen.

4.1.4 Losung des Problems

Zuerst bestimmen wir die jeweiligen Nutzen ohne Koalition. Diese dienen im
weitern Verlauf zum Vergleich mit dem jeweiligen Koalitionsnutzen.
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Einzelnutzen der Unternehmer

Fiir die fiinf grofen deutschen Automobilhersteller ergeben sich folgende Nutzen
(bzw. Kosten):

Audi: Wie man aus den obigen Tabellen entnehmen kann, muss Audi pro Jahr
384 300 Autos verschrotten. Demnach muss Audi die Anlage A bauen.
Somit ergeben sich folgende Kosten:

UAudi = 25 Mio. €4 0,7 Mio. €10+ 0,065€ - 384300 -0 - 10
= 25 Mio. € + 7 Mio. € + 0 = 32 Mio. €

BMW: Wie man aus den obigen Tabellen entnehmen kann, muss BMW pro Jahr
384 300 Autos verschrotten. Demnach muss BMW die Anlage A bauen.
Somit ergeben sich folgende Kosten:

upyw = 25 Mio. € + 0,7 Mio. € - 10 + 0, 065€ - 409500 - 0 - 10
= 25 Mio. € + 7 Mio. € + 0 = 32 Mio. €

Mercedes: Wie man aus den obigen Tabellen entnehmen kann, muss Mercedes pro
Jahr 384 300 Autos verschrotten. Demnach muss Mercedes die Anlage A
bauen. Somit ergeben sich folgende Kosten:

UMercedes = 25 Mio. € + 0,7 Mio. € - 10 + 0,065€ - 5733000 - 10
= 25 Mio. € + 7 Mio. € + 0 = 32 Mio. €

Opel: Wie man aus den obigen Tabellen entnehmen kann, muss Opel pro Jahr
384 300 Autos verschrotten. Demnach muss Opel die Anlage A bauen.
Somit ergeben sich folgende Kosten:

Uoper = 30 Mio. €+ 1,2 Mio. €10+ 0,065€ - 869400 - 0 - 10
= 30 Mio. € + 12 Mio. € + 0 = 42 Mio. €

VW: Wie man aus den obigen Tabellen entnehmen kann, muss VW pro Jahr 384
300 Autos verschrotten. Demnach muss VW die Anlage A bauen. Somit
ergeben sich folgende Kosten:

uyw = 45 Mio. € + 2 Mio. €10+ 0,8€ - 1341900 -0 - 10
= 45 Mio. € + 20 Mio. € 4 0 = 65 Mio. €

Aufstellung aller moglichen Koalition

Im Folgenden werden wir alle moglichen Koalitionen bilden und fiir jede Koali-
tion bestimmen, welche Anzahl an Fahrzeugen diese verschrotten lassen muss.
Um uns im weiteren Verlauf das Rechnen zu erleichtern tragen wir in dieser
Tabelle auch die jeweiligen Werte fiir p; ein. Dieser bestimmt sich wie oben
definiert.
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Koalition K = {B} Alt-KfZ PAudip PBMWg PMercedesp POpel s Pvwpg
A 384 300 1 - - - -
B 409 500 - 1 - - -
M 573 300 - - 1 - -
O 869 400 - - - 1 -
V | 1341 900 - - - - 1
AB 793 800 0,484 0,516 - - -
AM 957 600 | 0,4014 - 0,5986 - -
AO | 1253700 | 0,3065 - - | 0,6935 -
AV | 1726 200 | 0,2226 - - - 10,7774
BM 982 800 - 0,4166 0,5834 - -
BO | 1278 900 - 0,3201 - 10,6799 -
BV | 1751 400 - 0,2338 - - | 0,7662
MO | 1 442 700 - - 0,3974 | 0,6029 -
MV | 1915 200 - - 0,2993 - | 0,7007
OV | 2 211 300 - - - 10,3932 | 0,6068
ABM | 1367 100 | 02812 | 0,2995 0,4193 - B
ABO | 1663 200 | 0,2311 0,2461 - | 0,5228 -
ABV | 2135700 | 0,1700 0,1917 - - | 0,6383
AMO | 1827000 | 0,2103 - 0,3137 | 0,4760 -
AMV | 2299 500 | 0,1671 - 0,2493 - | 0,5836
AOV | 2595 600 | 0,1481 - - 10,3950 | 0,5169
BMO | 1852 200 - 0,2210 0,3095 | 0,4695 -
BMV | 2 324 700 - 0,1761 0,2466 - 10,5773
BOV | 2 620 800 - 0,1561 - 10,3318 | 0,5121
MOV | 2 784 600 - - 0,2059 | 0,3122 | 0,4819
ABMO | 2236 500 | 0,1718 0,1830 0,2563 | 0,3889 -
AMOV | 3168 900 | 0,1213 - 0,1808 | 0,2744 | 0,4235
ABVO | 3005100 | 0,1279 0,1362 - 10,2894 | 0,4465
ABMV | 2709 000 | 0,1419 0,1511 0,2116 - 10,4954
BMOV | 3194 100 - 0,1282 0,1795 | 0,2722 | 0,4201
ABMOV | 3578 400 | 0,1074 0,1144 0,1602 | 0,2430 | 0,375

Bestimmung der einzelnen Koalitionsnutzen

Um Festzustellen ob eine Koalition sinnvoll ist, muss man sich iiber die jeweiligen
Entfernung der Hersteller zu einander informieren. Nachfolgende Matrix gibt
diese Entfernungen vor:

Audi BMW | Mercedes | Opel VW
Audi 0 km 80 km 228 km 336 km | 526 km
BMW 80 km 0 km 232 km 411 km | 600 km
Mercedes | 228 km | 232 km | 0 km 195 km | 545 km
Opel 336 km | 411 km | 195 km 0 km 391 km
VW 526 km | 600 km | 545 km 391 km | 0 km

Damit sind alle Informationen, die zur genauen Nutzenbestimmung der einzel-
nen Koalition notwendig sind, bestimmt worden. Im néchsten Schritt werden
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die unterschiedlichen Koalitionen bewertet. Wir werden dies in Form von Fall-
unterscheidungen machen, indem wir fiir jeder Koalition, die fiir BMW in Frage
kommt einen neuen Fall definieren.

Fall 1: B ={BMW, Audi}
Der Altfahrzeugbestand dieser Koalition belduft sich auf 793 800 Fahrzeu-
ge. Demnach miissen die beiden Partner die Anlage B bauen lassen, was
Baukosten in Hohe von €30 Mio. und laufende Kosten von €1,2 Mio. pro
Jahr bedeuten wiirde. Daraus ergeben sich folgende Nutzen fir BMW und
Audi:

Ul g pw (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhalt 10 PBMwW + CTransport * L Auto * LTEnt * 10
30 Mio. €- 0,516 + 1,2 Mio. € - 100,516 + 0,065 € - 409500 - = s - 10
Mio. €

— 15,48 Mio. € + 6,192 Mio. € + 0, 266175
Mio. €

m

* TEnt

= 21, 675Mio. € + 0, 266175

* TEnt

Aus dem Quotienten aus dem Nutzen, der ohne Koalition erzielt wird und
dem eben bestimmten Nutzen, erhilt man einen Radius, innerhalb dem
es sich fiir BMW lohnt, eine Kooperation einzugehen.

Mio. €

km
Mio. €

km

= 21,675Mio. €+ 0,266175 “TEnt < 32 Mio. €

0,266175 - ZEne < 10,325 Mio. €

Tent < 38,79 km

Jetzt betrachten wir die Nutzenfunktion fiir Audi und ermitteln analog den
Radius. Anschlieffend werfen wir einen Blick auf die Entferungsmatrix und
stellen somit fest ob eine Koalition eintritt und in welchem Entfernungs-
intervall eine mogliche gemeinsame Anlage gebaut werden soll.

UL pyas (IEnt) = CBau " PAudi T CUnterhalt * 10 - PAudi + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 30 Mio. €-0,484 4+ 1,2 Mio. €-10- 0,484 + 0,065 € - 384300 - x5y - 10

Mio. €
— 20, 328Mio. € + 0, 249795

* TEnt

Mio. €
—  20,328Mio. € + 0, 249795 ——

“TEnt < 32 Mio. €

0,249795 10 €

- TEne < 11,672 Mio. €
Tpne < 46,72 km

Die Entfernung zwischen Miinchen (BMW) und Ingolstadt (Audi) betrégt
80 km. Der Radius, in dem ein gemeinsamer Bau fiir BMW nutzenstiftend
ware betragt 38,79 km um Miinchen und fiir Audi 46,72 km. Folglich gibt
es eine Schnittmenge im Intervall [33,28 km; 38,79 km] ab Miinchen um
eine gemeinsame Anlage zu bauen.

= Koaliton kann dem Management empfohlen werden
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Fall 2: B = {BMW, Mercedes}
Wir verfahren analog wie in Fall 1:

U2 5 prw (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhalt * 10 - PBMW + CTransport * L Auto * LEnt * 10
= 45 Mio. € - 0,4166 + 2 Mio. € -10-0,4166 + 0,065 € - 409500 - 2 gy - 10
Mio. €

= 18,747 Mio. € + 8,332 Mio. € + 0,266175 * TEnt

Mio. €
— 97,079 Mio. € + 0, 266175 ——

* TEnt

Mio.
~ 27.079Mio. € + 0, 266175 0% €

cTpEne < 32 Mio. €

Mio.
0,266175 10 €

- ZTpnt < 4,921 Mio. €
TEnt < 18,49 km
Fiir Mercedes ergibt sich:

U2 pfercedes (-rEnt) = CBau * PMercedes + Cunterhalt * 10 - PMercedes + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 45 Mio. € -0,5834 4+ 1,2 Mio. €-10-0,5834 + 0,065 € - 573300 - gy, - 10
Mio. €

= 26,253 Mio. € + 0, 372645 - TEnt
Mio. €

km
Mio. €

km

= 26,253 Mio. € + 0, 372645 - ZEnt < 32 Mio. €

0,372645

- XEnt < 5,747 Mio. €
TEnt < 15,42 km
= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
Fall 3: B = {BMW,Opel}
U3 g (TEnt) = CBau " PBMW + CUnterhait * 10 - DBMW + CTransport * T Auto * TEnt - 10
= 45 Mio. €-0,3201 + 1,2 Mio. €-10-0,3201 + 0,065 € - 409500 - x gy - 10
Mio. €

m

— 14,4045 Mio. € + 3,8412 Mio. € + 0, 266175
Mio. €

m

*TEnt

= 18,2457 Mio. € + 0,266175 - TEnt

Mio. €

= 18,2457Mio. € 4 0,266175 TEnt < 32 Mio. €

Mio. €

0,266175 cTpne < 13,7543 Mio. €

Tpnt < 51,67 km
Fiir Opel ergibt sich:
u30pel (-TEnt) = CBau " POpel + CUnterhalt - 10- POpel + CTransport * T Auto " TEnt * 10

= 45 Mio. € 0,6799 + 1,2 Mio. €-10- 0, 6799 + 0,065 € - 869400 - 2 s - 10

Mio. €
— 38,7543 Mio. € + 0, 565110~

* TEnt
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Mio. €
— 38,7543 Mio. € + 0,565110~—

- ZEnt < 42 Mio. €

Mio.
0.565110 V00 €

cTEn < 3,2457 Mio. €
TEnt < 5, 7434 km
= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
Fall 4: B={BMW,VW}
Udpriw (TEnt) = CBau - PBMW + CUnterhait - 10 - DBMW + CTransport * T Auto - TEnt - 10

= 45 Mio. €-0,2338 + 2 Mio. €-10-0,2338 4- 0,065 € - 409500 - 2 gy - 10

Mio. €
— 15,197 Mio. € + 0, 266175 ——

* TEnt

Mio. €

= 15,197Mio. € + 0, 266175 - ZEnt < 32 Mio. €

Mio. €

0,266175 - Zpnt < 16,803 Mio. €
TEn: < 63,12 km
Fiir VW ergibt sich:
Usyy (TEnt) = CBau - Pvw + CUnterhalt - 10 - pvw + CTransport * TAuto * TEnt - 10
= 45 Mio. €-0,7662 + 2 Mio. € -10-0,7662 + 0,065 € - 1341900 - z gy - 10
Mio. €

= 49,803 Mio. € + 0, 872235 Tt

Mio. €
— 49,803 Mio. € + 0, 872235 —2

- TEnt < 65 Mio. €

Mio.
0,872235 410 €

- TEne < 15,197 Mio. €
TEn: < 17,42 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden

Fall 5: B = {BMW, Audi, Mercedes}

U5 5 v (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhalt * 10 - PBMW + CTransport * L Auto * LEnt * 10
= 45 Mio. €-0,2995 + 2 Mio. €-10-0,2995 + 0,065 € - 409500 - 2 gy - 10
Mio. €

= 19,4675 Mio. € + 0,266175 “ TEnt

Mio. €
= 19,4675Mio. € + 0, 266175 ——

cTEn < 32 Mio. €
Mio. €

0,266175 “XTpne < 12,5325 Mio. €

TEnt < 47, 08 km
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Fiir Audi ergibt sich:

U5 4y ai (-TE’nt) = CBau " PAudi T CUnterhalt 10 - PAudi + CTransport * L Auto * TEnt * 10
=45 Mio. € -0,2812 4+ 2 Mio. €-10-0,2812 4+ 0,065 € - 384300 - x g, - 10

Mio. €
— 18,278 Mio. € + 0, 249795 11;1 T

Mio. €
~ 18,278 Mio. € + 0, 249795~

- TEn < 32 Mio. €
Mio. €

0,249795 cXTpne < 13,722 Mio. €

TEne < 54,93 km
Fiir Mercedes ergibt sich:
U5 rercedes (xEnt) = CBau " PMercedes + CUnterhalt 10 - PMercedes + CTransport * L Auto * TEnt * 10

= 45 Mio. €-0,4193 + 2 Mio. €-10-0,4193 4 0,065 € - 573300 - gy, - 10

Mio. €
— 97,2545 Mio. € + 0, 372645 ~—

* TEnt

Mio. €

km
Mio. €

km

= 27,2545 Mio. € + 0, 372645

- TEnt < 32 Mio. €

0, 372645 Zne < 4,7455 Mio. €

Tpne < 12,73 km
= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
Fall 6: B = {BMW, Audi, Opel}
U6 rw (TEnt) = CBau - PBMW + CUnterhait - 10 - DBMW + CTransport * T Auto - TEnt - 10

=45 Mio. € -0,2461 + 2 Mio. € -10-0,2461 + 0,065 € - 409500 - xg,; - 10
Mio. €

= 15,9965 Mio. € + 0,266175 - TEnt

Mio.
~  15.9965Mio. € + 0, 266175 1% €

cTpEne < 32 Mio. €

0,266175 10 €

- Tpnt < 16,0035 Mio. €

Zpne < 60,12 km

Fiir Audi ergibt sich:

U6 4,0 (TEnt) = CBaw * PAudi + CUnterhatt - 10 - DAudi + CTransport * TAuto * TEnt - 10

= 45 Mio. €-0,2311 + 2 Mio. €-10-0,2311 4 0,065 € - 384300 : gy - 10

Mio. €
. x n
m Ent

= 15,0215 Mio. € + 0, 249795



KAPITEL 4. BEISPIEL 51

Mio. €
— 15,0215 Mio. € + 0, 249795 —2

- Zpnt < 32 Mio. €

Mio.
0249795 110 €

- Tpne < 16,9785 Mio. €
Tt < 67,96 km

Fiir Opel ergibt sich:

U6 per (xEnt) = CBau * POpel + CUnterhalt * 10 *POpel + CTransport * TAuto * TEnt * 10
=45 Mio. € -0,5228 + 2 Mio. € - 10 -0, 5228 4+ 0,065 € - 869400 - x g, - 10
Mio. €

= 33,982 Mio. € + 0, 565110 X Ent

Mio. €

km
Mio. €

km

= 27,2545 Mio. € 4+ 0, 565110 - Tgne < 32 Mio. €

0,565110

s Tpnt < 4,7455 Mio. €

Tent < 8,40 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden

Fall 7: B ={BMW, Audi, VW}

UT 5w (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhait - 10 - pppw + CTransport * L Auto - TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1917+ 2,8 Mio. €-10-0,1917 + 0,065 € - 409500 -  gpns - 10

Mio.
— 14,9526 Mio. € + 0, 26617502 €

* TEnt

Mio. €

km
Mio. €

km

= 14,9526Mio. € 4 0,266175 “TEnt < 32 Mio. €

0,266175 - XTpne < 17,0474 Mio. €

TEnt < 64,05 km
Fiir Audi ergibt sich:

UT pyai (xEnt) = CBau * PAudi T CUnterhalt * 10 - PAudi + CTransport * L Auto * TEnt * 10
=50 Mio. €-0,17+ 2,8 Mio. €-10-0,17+ 0,065 € - 384300 - z gy - 10

Mio. €
— 13,26 Mio. € + 0, 249795 11{0 o
m

Mio. €

km
Mio. €

km

= 13,26 Mio. € 4 0,249795 “Zpne < 32 Mio. €

0, 249795 -2 < 18,74 Mio. €

TEne < 75,02 km
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Fiir VW ergibt sich:

U7y w ($E7Lt) = CBau ' PVW *+ CUnterhalt * 10 - pvw + CTransport * L Auto " TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,6383 + 2,8 Mio. €-10-0,6383 + 0,065 € - 1341900 - zg,,; - 10

Mio. €
— 49,7874 Mio. € + 0, 872235 11;1 Tt

Mio. €
— 49,7874 Mio. € + 0, 872235~

- TEnt < 65 Mio. €
Mio. €

0,872235 “XTEne < 15,2126 Mio. €

Tpne < 17,44 km
= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
Fall 8: B = {BMW, Mercedes, Opel}
U parw (TEnt) = CBau - PBMW + CUnterhatt - 10 - PBMW + CTransport * T Auto * TEnt - 10

= 45 Mio. €-0,2210 + 2 Mio. € -10-0,2210 + 0,065 € - 409500 - 2 g - 10
Mio. €

= 14,365 Mio. € + 0,266175

* TEnt

Mio. €
—  14,365Mio. € + 0, 266175 ——

- Tpnt < 32 Mio. €

0,266175 10 €

- Tpne < 17,635 Mio. €

TEnt < 66,25 km

Fiir Mercedes ergibt sich:

U8 yrerceacs (TEnt) = CBau " PMercedes + CUnterhalt = 10 - PMercedes + CTransport = T Auto * TEnt = 10

= 45 Mio. € -0,3095 + 2 Mio. €-10-0,3095 + 0,065 € - 573300 - xg,; - 10
Mio. €

= 20,1175 Mio. € + 0, 372645 T Bt

Mio. €

= 20,1175 Mio. € + 0, 372645 - ZEne < 32 Mio. €

0372645410 €

& < 11,8825 Mio. €

Zng < 31,89 km

Fiir Opel ergibt sich:

U8p e (TEnt) = CBau - POpel + CUnterhatt * 10 - POper + CTransport * T Auto - TEnt - 10

= 45 Mio. €-0,4695 + 2 Mio. € -10-0,4695 + 0,065 € - 869400 - x gy - 10

Mio. €
— 30,5175 Mio. € + 0,565110 11{0 Tt
m
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Mio. €
— 30,5175 Mio. € + 0,565110~—

- Zpne < 42 Mio. €

Mio.
0,565110 V10 €

T < 11,4825 Mio. €
TEnt < 20,32 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden

Fall 9: B = {BMW, Mercedes, VW}

U9 g v (CCEnt) = CBau * PBMW *+ CUnterhatt * 10 - ppyw + CTransport * T Auto " TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1761 + 2,8 Mio. € -10-0,1761 + 0,065 € - 409500 - £, - 10

Mio. € .
km Ent

= 13,7358 Mio. € + 0,266175

Mio. €
m

Mio. €

= 13,7358Mio. € 4 0,266175 “TEnt < 32 Mio. €

0,266175

- Tpnt < 18,2642 Mio. €
Tpn: < 68,62 km

Fiir Mercedes ergibt sich:

U pfercedes (xEnt) = CBau " PMercedes T CUnterhalt * 10 - PMercedes + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. € -0, 2466 + 2,8 Mio. € - 10 - 0,2466 + 0,065 € - 573300 - xg,: - 10
Mio. €

— 19,2348 Mio. € + 0, 372645 T Ent

Mio. €

km
Mio. €

km

= 19,2348 Mio. € + 0, 372645 - ZEnt < 32 Mio. €

0,372645 cXTpne < 12,7652 Mio. €

Tpne < 39,56 km

Fiir VW ergibt sich:

u9vw($Ent> = CBau " PVW T CUnterhalt * 10 - pvw + CTransport - L Auto * TEnt * 10
=50 Mio. €:0,5773 + 2,8 Mio. €-10:0,5773 + 0,065 € - 1341900 - £ gy¢ - 10

Mio. €
— 45,0294 Mio. € + 0, 872235 11{0 Bt
m

Mio. €

km
Mio. €

km

= 45,0294 Mio. € + 0, 872235 - Zpne < 65 Mio. €

0,872235 c T < 19,9706 Mio. €
TEne < 22,90 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
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Fall 10: B = {BMW, Opel, VW'}

U105 pw ($E7Lt) = CBau " PBMW ~+ CUnterhalt * 10 - pBMw + CTransport * L Auto " TEnt * 10
— 50 Mio. € -0, 1561 + 2,8 Mio. € - 10 - 0,1561 4 0,065 € - 409500 - gy - 10

Mio.
— 12,0498 Mio. € + 0, 266175 L‘;f Tt

Mio. €
= 12,0498Mio. € + 0, 266175 ——

“TEnt < 32 Mio. €

0,266175 10 €

- Tmne < 19,9502 Mio. €

Trnt < 74,95 km

Fiir Opel ergibt sich:

ulO()pel (xEnt) = CBau " POpel + CUnterhalt 10 - POpel + CTransport * LT Auto * TEnt * 10

= 50 Mio. €-0,3318 +2,8 Mio. €-10-0,3318 + 0,065 € - 869400 - x gt - 10
Mio. €

= 25,8804 Mio. € + 0,565110

* TEnt

Mio. €

km
Mio. €

km

= 25,8804 Mio. € + 0,565110

- Tpnt < 42 Mio. €

0,565110

-2 < 16,1196 Mio. €
TEne < 28,52 km

Fiir VW ergibt sich:

U0y w (:L'Ent) = CBau " PVW + Cunterhalt * 10 - pvw + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. € - 0,5121 + 2,8 Mio. €10 - 0,5121 + 0,065 € - 1341900 - 2t - 10

Mio. €
— 39,9438 Mio. € + 0, 872235 11{0 Tt
m

Mio. €

km
Mio. €

= 39,9438 Mio. € + 0, 872235

- ZEnt < 65 Mio. €

0,872235

T < 25,0562 Mio. €
TEn < 28,73 km
= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
Fall 11: B = {BMW, Audi, Mercedes, Opel}
U1 parw (TEnt) = CBau - PBMW + CUnterhatt - 10 - PBMW + CTransport * T Auto * TEnt - 10

= 50 Mio. €-0,1830 + 2,8 Mio. €-10-0,1830 4 0,065 € - 409500 - £ gy - 10

Mio. €
— 14,274 Mio. € + 0, 266175 11{0 T
m
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Mio. €
—  14,274Mio. € + 0, 266175 ——

- TEnt < 32 Mio. €
Mio. €

0,266175 Tt < 17,726 Mio. €

TEnt < 66,59 km
Fiir Audi ergibt sich:
UL Ayai ('TEnt) = CBau * PAudi T CUnterhalt * 10 DAudi + CTransport * TAuto * TEnt 10

= 50 Mio. €0, 1718 + 2,8 Mio. €10 -0, 1718 + 0,065 € - 384300 - ¥ zs - 10

Mio. €
— 13,4004 Mio. € + 0, 249795~

*TEnt

Mio. €

km
Mio. €

km

= 13,4004 Mio. € + 0, 249795

- TEn: < 32 Mio. €

0,249795

T < 18,5996 Mio. €
Tpnt < 74,45 km
Fiir Mercedes ergibt sich:
ULl pfercedes (xEnt) = CBau " PMercedes T CUnterhalt * 10 - PMercedes + CTransport * LT Auto " TEnt * 10

= 50 Mio. €-0,2563 + 2,8 Mio. € -10-0,2563 + 0,065 € - 573300 - zg,; - 10
Mio. €

= 19,9914 Mio. € + 0, 372645

* TEnt

Mio. €
—~ 19,9914 Mio. € + 0, 372645~

cTEnt < 32 Mio. €

0372645410 €

T < 12,0086 Mio. €
TEn < 32,23 km

Fiir Opel ergibt sich:

ullopel (xEnt) = CBau " POpel + CUnterhalt - 10- POpel + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. € -0,3889 + 2,8 Mio. €-10-0,3889 + 0,065 € - 869400 - x g, - 10
Mio. €

= 30,3342 Mio. € + 0, 565110 T Bt

Mio. €
= 30,3342 Mio. € + 0, 565110—

- Tpnt < 42 Mio. €

Mio. €

11
0,565110— -

- Tpne < 11,6658 Mio. €
T < 20,64 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
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Fall 12: B = {BMW, Audi, Opel, VW

U125 pw (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhalt 10- pBMW + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. € 0,1362 + 2,8 Mio. €-10- 0, 1362 + 0,065 € - 409500 - ¢ - 10
Mio. €

m

= 10,6236 Mio. € + 0,266175 T Ent

Mio. €

= 10,6236Mio. € 4 0,266175 ~Zpnt < 32 Mio. €

Mio.
0,266175 10 €

- ZEnt < 21,3764 Mio. €

TEnt < 80,31 km
Fir Audi ergibt sich:

U124 yai (xEnt) = CBaqu * PAudi T CUnterhalt 10- PAudi CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1279 4+ 2,8 Mio. €-10-0,1279 + 0,065 € - 384300 - z g, - 10
Mio. €

=9,9762 Mio. € + 0,249795—— - xpns
km

Mio. €

= 9,9762 Mio. € 4 0,249795 “Zpnt < 32 Mio. €

Mio. €

m

0,249795

“Tpne < 22,0238 Mio. €

TEnt < 88,16 km
Fiir Opel ergibt sich:

U120pe1 (xEnt) = CBau * POpel T CUnterhalt 10- POpel + CTransport * € Auto * TEnt 10
= 50 Mio. €-0,2894 + 2,8 Mio. € -10-0,2894 + 0,065 € - 869400 - zg,; - 10

Mio. €
— 995732 Mio. € + 0, 565110~ - 211
Mio. €
— 22,5732 Mio. € + 0,565110 11{0 T < 42 Mio. €
m

Mio. €

11
0,565110 o

“TEnt < 19,4268 Mio. €
TEnt < 34,38 km
Fiir VW ergibt sich:

U2y (xEnt) = CBau " PVW T CUnterhalt * 10 - pvw + CTransport * L Auto * TEnt * 10
— 50 Mio. € - 0,4465 + 2,8 Mio. €-10- 0, 4465 + 0,065 € - 1341900 - 2 - 10
Mio. €

= 34,827 Mio. € + 0, 872235

* TEnt

Mio. €
— 34,827 Mio. € + 0, 872235~

- ZEnt < 65 Mio. €

0,872235 410 €

T < 30,173 Mio. €
TEne < 34,59 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
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Fall 13: B = {BMW, Audi, Mercedes, VW}

U3 rrw (I'Ent) = CBau ' PBMW *+ CUnterhalt * 10 - pPBMW + CTransport * L Auto * LTEnt * 10
— 50 Mio. €-0,1511 + 2,8 Mio. €-10-0,1511 + 0,065 € - 409500 - & oy - 10
Mio. €

= 11,7858 Mio. € + 0,266175

*TEnt

Mio. €
— 11, 7858Mio. € + 0, 266175 ——

cZEnt < 32 Mio. €

Mio. €

2661
0,266175—

- ZTEne < 20,2142 Mio. €

TEnt < 75,94 km
Fiir Audi ergibt sich:

U134 pai ('TEm‘) = CBau ' PAudi T CUnterhalt * 10- PAudi + CTransport * L Auto * LEnt * 10
— 50 Mio. € -0, 1419 + 2.8 Mio. € - 10 - 0, 1419 + 0,065 € - 384300 - & o; - 10
Mio. €

= 11,0682 Mio. € + 0, 249795 T Ent

Mio. €
— 11,0682 Mio. € + 0, 249795 —2

- Tpnt < 32 Mio. €

Mio. €

24
0,249795— -

“Zpne < 20,9318 Mio. €

TEne < 83,80 km
Fiir Mercedes ergibt sich:

U3 pfercedes ('TEnt) = CBau ' PMercedes + CUnterhalt * 10 * PMercedes + CTransport * L Auto " TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,2116 + 2,8 Mio. €-10-0,2116 + 0,065 € - 573300 - z g, - 10

Mio. €
— 16,5048 Mio. € + 0, 372645 11;1 Tt

Mio. €

km
Mio. €

= 16,5048 Mio. € + 0, 372645

“Zpne < 32 Mio. €

0,372645

- T < 15,4952 Mio. €

T < 41,58 km
Fiir VW ergibt sich:

U133y w (xEnt) = CBau * PVW *+ CUnterhalt - 10 - pyw + CTransport * L Auto * LEnt * 10
= 50 Mio. €-0,4954 4 2,8 Mio. €-10-0,4954 + 0,065 € - 1341900 - xg,,; - 10

Mio.
_ 38,6412 Mio. € + 0, 872235212 €

* TEnt

Mio.
38,6412 Mio. € + 0,872235 110 €

- Tpnt < 65 Mio. €
Mio. €

0,872235 T < 26,3588 Mio. €
Tpne < 30,22 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden
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Fall 14: B = {BMW, Mercedes, Opel, VIW'}

Uldgpw (xEnt) = CBau " PBMW + CUnterhalt * 10 - PBMW + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1282 + 2,8 Mio. €-10-0,1282 + 0,065 € - 409500 - z g, - 10
Mio. €

=9,9996 Mio. € + 0,266175 - TEnt
Mio. €

km
Mio. €

km

= 9,9996Mio. € + 0,266175 “Tppe < 32 Mio. €

0,266175 - Tpnt < 22,0004 Mio. €
TpEne < 82,667 km
Fiir Mercedes ergibt sich:

Uldpreorcedes (xE'nt) = CBau * PMercedes T CUnterhalt * 10 - DPMercedes + CTransport * L Auto * LEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1795 + 2,8 Mio. €-10-0,1795 4 0,065 € - 573300 : gy - 10
Mio. €

— 14,001 Mio. € + 0, 372645 2Bt
Mio. €

km
Mio. €

= 14,001 Mio. €+ 0, 372645

Tt < 32 Mio. €

0,372645

cxpne < 17,999 Mio. €
TEnt < 48,30 km
Fiir Opel ergibt sich:

u14()pcl (xEnt) = CBau " POpel + CUnterhalt * 10- POpel + CTransport * L Auto * TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,2722 4 2,8 Mio. €-10-0,2722 + 0,065 € - 869400 - x g, - 10
Mio. €

= 21,2316 Mio. € + 0,565110 - TEnt
Mio. €

km
Mio. €

km

= 21,2316 Mio. € + 0,565110 - TEnt < 42 Mio. €

0,565110 “Zpne < 20,7684 Mio. €

T < 36,75 km
Fiir VW ergibt sich:

U4y yw (xEnt) = CBau " PVW T CUnterhalt * 10 - pvw + CTransport * L Auto " TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,4201 + 2,8 Mio. €-10-0,4201 + 0,065 € - 1341900 - g, - 10

Mio.
— 32,7678 Mio. € + 0, 872235~ €

* TEnt

Mio. €
— 32,7678 Mio. € + 0, 872235 —

- TEn: < 65 Mio. €
Mio. €

0,872235 “TEne < 32,2322 Mio. €

Tt < 36,95 km
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= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden

Fall 15: B = {BMW, Audi, M ercedes, Opel, VW }

UIspaw (TEnt) = CBau - PBMW + CUnterhalt - 10 - PBMW + Crransport * T Auto * TEnt - 10
— 50 Mio. € -0, 1144 + 2,8 Mio. € -10 - 0, 1144 + 0, 065 € - 409500 - gy - 10
Mio. €
km

= 8,9232 Mio. € + 0, 266175

* TEnt

Mio. €

= §8,9232Mio. € + 0,266175 “Zpnt < 32 Mio. €

Mio. €

0,266175 “Tpne < 23,0768 Mio. €

Tpne < 86,70 km
Fir Audi ergibt sich:

UL5 pyai (ajEnt> = CBau ' PAudi T CUnterhalt * 10 - DAudi + CTransport * LT Auto - TEnt * 10
= 50 Mio. €-0,1074 + 2,8 Mio. €-10-0,1074 + 0,065 € - 384300 - zg,; - 10

Mio.
_ 83772 Mio. € + 0, 24979521 €

* TEnt

Mio. €

= §8,3772 Mio. € 4 0,249795 “Tppe < 32 Mio. €

Mio. €
km

0, 249795 ZEne < 23,6228 Mio. €

TEnt < 94,56 km
Fiir Mercedes ergibt sich:

UL5 pfercedes ((EE'nt) = CBau " PMercedes + CUnterhalt * 10 - PMercedes + CTransport * L Auto " TEnt * 10
= 50 Mio. € -0,1602 + 2,8 Mio. € -10-0,1602 + 0,065 € - 573300 - zgpn: - 10

Mio. €
— 12,4956 Mio. € + 0, 372645~

*TEnt

Mio. €

= 12,4956 Mio. € + 0, 372645 - ZEne < 32 Mio. €

Mio. €

0, 372645 2 < 19,5044 Mio. €

TEnt < 52,34 km
Fiir Opel ergibt sich:

UL50pe1 (xEnt) = CBau * POpel + cunterhatt + 10 - POpel + CTransport * L Auto * LEnt * 10
— 50 Mio. €-0,2430 4+ 2,8 Mio. €10 -0, 2430 + 0,065 € - 869400 - 2 g; - 10

Mio. €
— 18,954 Mio. € + 0,565110 11{0 T
m
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Mio. €

= 18,954 Mio. € 4 0,565110 - Xpnt < 42 Mio. €

Mio. €

0,565110 Tt < 23,046 Mio. €
Tpne < 40,78 km

Fiir VW ergibt sich:

U5y w (xEnt) = CBau " PVW T+ CUnterhalt * 10 - pvw + CTransport * L Auto * TEnt * 10
— 50 Mio. € 0,375 + 2,8 Mio. €-10- 0,375 + 0,065 € - 1341900 - 2z - 10

Mio.
— 90,95 Mio. € + 0,872235 0> €
Mio. €
— 29,25 Mio. € + 0, 872235 ;n ZEnt < 65 Mio. €
Mio. €
0,872235 2% g pns < 35,75 Mio. €

T < 40,99 km

= Die Koaliton kann dem Management nicht empfohlen werden

4.1.5 Fazit

Aufgrund der Rechenergebnisse lédsst sich erkennen, dass es nur eine Koalition
gibt, bei der der Nutzen besser ist, als beim Bau einer eigenen Fabrik. Somit
kann die Operations-Research-Abteilung der Firma BMW seinem Management
folgende Empfehlung geben:

Setzten Sie sich mit dem Management der Audi AG zusam-
men und diskutieren Sie mit diesem iiber ein mogliche Koalition
zwischen dem Haus BMW und Audi im Bezug auf eine gemeinsa-
me Altfahrzeugentsorgungsanlage. Nach unseren Berechnung, miiss-
te diese Anlage in einer Entfernung von mindestens 33,28 km und
hochstens 38,79 km zu unserem Firmensitz liegen. Falls Sie sich auf
einen Standort in diesem Intervall einigen, kénnen Sie sich sicher
sein, dass beide Koalitionpartner in Zukunft Kosten sparen.*

Damit wurde anhand eines ausfiihrlich vorgerechnetem Beispiel der Ablauf einer
Operations-Research-Untersuchung aufgezeigt.

Die Vorteile der Anwendung von kooperativer Spieltheorie wird in diesem Bei-
spiel ebenfalls deutlich. Allen Beteiligten liegt nach Durchfiirhung der hier be-
triebenen Rechnung die gleiche Information vor. Man kann sich somit auf seinen
Partner sehr gut einstellen. Mit Hilfe weiterer spieltheoretischer Anwendungen,
konnte man hier auch zeigen, wie verléasslich ein Partner handeln wird und wie
grofs der Schaden ist, den sein Fehlverhalten verursacht.

In diesem positiven Argument fiir die Verwendung der Spieltheorie kann man
allerdings ebenso negative herauslesen. Die total Transparenz der Handlungen
ist grade in Unternehmen nicht zwischen erwiinscht. Von daher bewegt sich die
Spieltheorie hier auf ,Messersschneide“. Diese negative Argumentation ist auch
dafiir verantwortlich, dass in der Wirtschaft keine bzw. nur sehr geringe Infor-
mation iiber die Anwendung von spieltheoretischen Ansétzen vorhanden ist.
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