Das Braess Paradoxon




Gliederung

» Einleitung

» Graph und Strassennetz
» Optimatilitat

» Kritischer Strom

» EXistenzsatz

» Beispiel




Einleitung

P



» Interesse beim Verkehrsplannung und Verkehrssteuerung:

Wie sich der Fahrzeugstrom auf die einzehlnen Strassen des
Verkehrnetzes verteilt

(Bekannt: Anzahl der Fahrzeuge fiir alle Ausgangs- und
Zielpunkte)

Berechnung von den mdéglichen Wegen jeweils der glinstigte
(Aufwand, der zum Durchfahren notig ist) gewahlt wird.

Die Grundlage fir die Bewertung des Aufwandes bildet die
Fahrzeit.




» Mathematische Behandlung: das Strassennetz wird durch
einen gerichteten Graphen beschrieben.

- Charakterisierung der Bogen durch Angabe des
Zeitaufwandes.

> Gunstigten Stromverteilung : wenn die Bewertung konstant
Ist
(d.h. wenn die Fahrzeiten unabhangig von der Grdsse des
Verkehrsflusses sind. - kurzeste Abstand zweier Punkte
eines Graphen und den zugehdrigen kritischen Pfad - )

Realistischeres Modell: Abhangigkeit der bendtigten Zeit
und der Starke des Verkehrs zu berlicksichtigen.




» Eigenschaften durch ein einfaches Modelbeispiel mit nur
vier Knoten diskutiert.

- Eine allgemeine Steuerung selbst fur die Fahrer
Vorteile bringen, die der Meinung sind, fir sich selbst
glunstigere Wege herausfinden zu kénnen.

Paradoxon: bei einer Erweiterung des Vehrkehrnetzes
um eine zusatzliche Strasse der Strom in unglistigen
Fallen, so umschichten kann, dass langere Fahrzeiten
notwendig werden.




Graph und StraPennetz

P



» Der Beschreibung von Verkehrsnetzen dienen
Graphen, bei denen die Verbindungslinien der
Knoten, die Bogen, einen Richtungssinn
haben.

» Zwei Bogen, die sich nur durch ihre
Richtungen unterscheiden, kann man in
Abbildungen auch zu einer Strecke
zusammenfassen.







» Im allgemeinen sind die Knoten den
StraBRenkreuzungen zugeordnet.

» Genauer: man kann die Kreuzungen
entsprechend den (vier) Einmindungen wie in
der Abb. in vier Knoten aufldsen.




Schreibweise f. die Knoten, Bogen
und Stréme

: {ai} Knoten (Punkte) des Graphen

) {ua} Bogen des Graphen

(Die Bogen sind mit einer Richtung
versehen)

» @, Strom (Flup) auf u
(Fahrzeuge/Zeiteinheiten)




» Verkehrsnetze mit stationarem Strom

» der Gesamtstrom setzt sich aus
verschiedenen Stromfaden zusammen

» jedem Stromfaden entspricht ein Pfad im Netz

» jeder Faden besitzt einen Ausgangs- und
einen Zielknoten in dem Netz

» Es brauchen nur die Pfade berucksichtigt zu
werden, die keine Zyklen enthalten



> {U | Pfade, die keinen Bogen mehrfach
enthalten

> CI),B Strom entlang U,

> (I) sei der Vektor mit den
Komponenten cpﬁ




» Die Verknupfung der Strome von Pfaden und
Bogen wird durch eine Wegmatrix hergestellt,
deren Koeffizienten wegen des Verbots von
Zyklen nur die Werte 1 oder O annehmen.

X {1 falls der Pfad U ; den Bogen u, enthaelt
cC , =

7]

(2.1)
0 sonst

» Esist @, =) P, (2.2)
p

» alle Strome haben nichtnegative Werte




» Spezialfall: der gesamte Strom besitzt einen
gemeinsamen Ausgangspunkt und einen
gemeinsamen Zielpunkt, die wir dann mit
a’ bzw.a” bezeichnen.

» Der GesamtfluP berechnet sich gemapP

D|=DD,. (2.3)




» Allgeimener Fall:
- Indexmengen B, einfuhren
- in den Klassen {u,; peB,} befinden sich
nur Pfade mit gleichen Ausgangs- und
gleichen Zielknoten

» Es sei in Analogie zu (2.3):

(2.3")




» der gunstigste Pfad = der Pfad, mit dem
geringsten Aufwand bzgl. Wegkosten,
Fahrzeiten und Weglange, der flr das
Durchfahren erforderlich ist.

» ausschlaggebende Grope: die Fahrzeit, (so
wird auch zum Ausdruck gebracht, dass der
Aufwand von der Verkehrsdichte abhdngen
kann)




Definitionen zum Modell

) ta(¢) Zeit, die zum Durchlaufen von u
benotigt wird, wenn auf u , der Strom ¢p=¢,

fliept.

» T; (@) Zeitbedarf, um a' von ak auf dem Pfad

U, zu erreichen. (Die Indizes kdonnnen
weggelassen werden, falls a' Zielknoten und
ak Ausgangsknoten von o, Ist.




» Der Zeitaufwand hangt von den Stromen auf
U, ab.

» Der Aufwand fiur den ganzen Pfad setzt sich
aus dem fir die betreffenden Bogen additiv
zusammen, und es gilt fliir Zeiten zwischen
Ausgangs- und Zielknoten:

T,B (CI)): anﬁta(wa) (24)




» Ferner definieren wir als jeweils ungtinstigste
Zeit

T (@) = max {7} (@) P, # 0] (2.5)

und

‘—max{T’k o), Be B,,®, 7&0} (2.6)

wobei a" und a* die Ziel- bzw. Ausgangs-
punkte der Pfade {u,, e B,} seien.



» Fr die Funktionen ¢ _(¢) treffen wir folgende
Voraussetzungen:

1, (9)20
- t,(@) ist monoton nicht fallend

- t, (@) ist linksseitig stetig, d.h.:

lim 7, (p)=1,(¢,) (2.7)

ad )
<@,




Optimalitat



Zum Beantworten der Frage betrachten wir Netze
mit:

- einer Quelle

- einem Ziel




Wie glinstig die Strome verteilt sind, bemessen
wir nach der Zeit, die im ungunstigsten Fall
zum Erreichen des Zieles bendtigt wird.

- Die Zeit ist durch die Gleichung
\Tv (@) = max {Tg"k" (®);Be B,; g # 0}
gegeben.

- /@ =7y ist fest angegebene Grosse




Definition:

Der Flus ¢ heilRt optimal, wenn die Relation

T(@)<[T(¥)  (3.1)
fur alle ¢ mit

Q<Y (3.2)

gilt.




An diesem Grundkonzept und den Ergeb-
nissen wird sich nichts andern, wenn fir
die Gute einer Verteilung die mittlere Fahrzeit

1
G

und nicht die maximale Fahrzeit T(®)
bestimmend ware.




Allgemein kann man nur fordern, dass die

Defination der Optimalitat in folgendem Sinne
konsistent ist:

Es soll unmoglich sein, optimale Strome so

umzutauschen, dass sich fiir jeden Fahrer der
Zeitaufwand vermindert.




Satz:

Fir alle Bogen seit_ (9) halbstetig nach unten
fir 0 <@ <y . Dann existiert ein optimaler Fluss

Zum Beweis betrachtet man eine Minifolge ™

mit Iim‘cb(")




Da die Pfade keine Zyklen enthalten, gilt

0<dfV<y und 0<ol <y

Man kann wegen der Beschrankheit einer
Teilfolge ™) mit konvergenten Werten fir

cI)f{‘v) auswahlen.




. s (n,) _ /*
Es sei lim g =Py

V—>o0

= T,(®") <limT,(@™)  (3.4)

(2.4) und (2.7) V300

Sei nun U, ein Pfad, fiir den cp[’; +0 ist.

Dann ist fur hinreichend groRes v auch cIJ(ﬁnv) =0




Fir die Extremalfolge qilt

lim T, (®™) < lim

V—o0 V—o0

Tle")) =int{T(@); @ =%} (3.5)

Wegen (3.4) und (3.5) ist & eine optimale Strom-
verteilung.




Modelspiel mit 4 Knoten

» Der Einfachheit halber sind die Zeiten t_ (o)
als lienare Funktionen angesetzt.

» Der Graph enthalt keine Zyklen

r o t(e)=t;(0) =100
t,(p)=t,(9)=50+¢ (3.6)
t5(9)=10+¢







» wenn von a nach z der Strom @ =

—2, &, =d, =0, T(®) =52

abcz

» wenhn von a hach z der Strom cp\ —

abcz _ 0 CI) acz — 35 T(CI))‘ — 83-

» wenn von a hach z der Strom =20

D, =0, Do, =P, =10, T(P) =160.




Kritischer Strom



Jeder Fahrer ist bemuht, fur sich den

guntigsten Pfad auszuwahlen. Wir nehmen
an,

dass er die Informationen besitzt, die er zur
Bestimmung seiner Route bendtigt.




Bei den Verkehrsdichten in a) und c) ist es am
guntigsten, sich in den optimalen Strom
einzuordnen. Im Fall b) mit \cp\ =6 liegen
die Verhaltnisse anders.

Der optimale Strom erstreckt sich Uber die
Pfade (abz) und (acz). Aber es gibt einen Pfad,
auf dem der Zeitaufwand geringer ist:

EsS ist

T

a

bez = 70 < 83 = T(D).




Angenommen der Strom nahme den
optimalen Verlauf. Verkehrsteilnehmer, denen
die Fahrzeiten auf verschiedenen Wegen
bekannt werden, wiirden dann auf den Pfad
(abcz) uberwechseln und damit die
Optimalitat zerstoren.




Wenn also zwei Verkehrsteilnehmer etwa
durch Erfahrung uber die Fahrzeiten
informiert sind, werden sie nicht Pfade mit
verschiedenen Fahrzeiten benutzen.

Deshalb
realistisc

nalten wir die Annahme fir
n, dass sich der Verkehrsstrom auf

eine Verteilung einstellt, die wir als kritisch
en.

bezeichn




Definition:

® heilt kritischer Fluss, wenn fir alle Pfade U[3

Tg(®) = ‘T((D)\s falls &g =0
und (*)
TB ((I)) > ‘T((I))‘, falls CI)B — O

gilt.




Wir beschranken uns auf stetige Funktionen.

Bei halbstetigen Funktionen ist (*) zu ersetzen
durch

Ts(®) < T(®), falls dy =0
Ti (D)= T(P) fir alle R.

T (®)und T () an Sprungstellen die
oberen bzw. die unteren Grenzwerte.

Sie fallen in Stetigkeitspunkten mit T(®P)
zusammen.




Jeder Pfad mit nichtverschwindendem Strom
ist also kritisch im Ublichen Sinne der
Graphentheorie.




Anschaulich bedeutet die Kritikalitat
folgendes. Das Ziel wird auf allen Pfaden mit
nicht verschwindendem Strom in der gleichen
Zeit erreicht. Auf stromlosen Pfaden ware der
Zeitbedarf hochstens grosser.




Satz

Fur kritische Strome @ gibt es zu jedem

Knoten a' eine Zahl 7' derart, dass fur alle
liber a' fiihrenden Pfade

TH(P)=1" falls &, #0,
T (®)27  falls &, =0

gilt. Ferner ist fiir alle Pfade U, , die von a“

nach a' filhren |
Tk(d)>1' —1*

und es ist

T =T(P)




Wenn die Bedingungen mit dem Ansatz
T = min {T¥ (0);B}

nicht gelten wirden, dann gabe es namlich
einen Pfad von a° nach a~, fiir den T, <[T(®)
ware.

Ehe wir die Existenz kritischer Strome und
weitere Eigenschaften herleiten, nennen wir
ein Zahlenergebnis fluir das Modellbeispiel.




Im Fall b) mit |® =6 ist der einzige kritische
FluR

> =b_,,=P,_., =2,

abcz abz acz

und es ist

1? =0, 1° =40, t° =52, t* =92.




Man erkennt also eine paradoxe Tatsache.
Wenn in dem Netz des Modellbeispiels der
Bogen u; eliminiert wird....







...dann fallt der kritische Fluss mit dem
optimalen zusammen; der Fluss wird dann
also besser verteilt. Fur die Verkehrspraxis
bedeutet das : In ungunstigen Fallen kann
durch eine Erweiterung des StraRennetzes der
Zeitaufwand anwachsen.




Existenzsatz

P



» 5.1 Kritischer Strom

Die Existenz von kritischen
Stromverteilungen zu vorgegebenem
Gesamtstrom lasst sich flr stetige und
monotone Zeitfunktionen durch die
Zuruckfuhrung auf ein konvexes Programm

zeigen.




» Die Funktionen:

0
fo (@)= [ to (w)dy

0)
sind flir monotone t(x(@ konvex.

toc(@ : Zeit, die zum Durchlaufen von Uy,

benotigt wird, wenn auf uy der Stromy =y
flieRt.




-Verallgemeinerung der Definition(keine
Einschrankung nur auf Stréme mit nur einem
einzigen Ausgangs-und Zielknoten) :
-Verallgemeinerte Definition:

¢ heilt kritischer Fluss, wenn fir alle Pfade Up

™ @)=y @
T (@) Ty (@)

JTalls®g,
,falls®g =0

gilt.




Existenzsatz

Die Funktionen tq(¢) seien flir <<y = >x,
stetig und monoton. Dann sind die Losungen’
des konvexen Programmes:

> fo(@g ) =Min!

(04

Pg, =%Caﬁ¢s

ZCI)B = XV,(DBZO
BeB,

kritische Strome.




Bewels:

KKT-Bedingungen(mit Langrangeschen
Parametern Ay und Mg )

> capta @)ty —ppg=0
o

ZCDB =Xv
Be By
dpug =0

CI)BZO,LLBZO.




wegen 2.4 qilt:
Tg(®)— Ay =0, fallsdpg #0,
Tg(®)— Ay 20, fallsdp =0

Also ist Ay, =T,(®) und @ ist ein kritischer
Strom.




Folgerung:

-Die Menge der kritischen Strome ist konvex.

- Gilt flr mindestens einen Bogen u, : die
Funktion ty (@) bei ¢@=0y ist strikt monoton
— die Losung ist eindeutig

- Jeder Pfad verlauft iUber mindestens einen
Bogen, flir den t(¢) Uberall strikt monoton ist

— Eindeutigkeit




Bemerkung:

Warum lassen sich die kritischen Bedingungen mit

einem Extremalprinzip in Berihrung bringen?

Grund: Symmetrie des Modells: jeder Fahrer
versursacht fur andere die gleiche Zeitverzogerung wie
der andere fur ihn.




Symmetrie trifft fur ein erweitertes Modell
nicht zu : bei mehrspurigen StralRen ist von
dem Fahrzeugtyp abhangig

— Gruppiere die Strome in Gruppen:

Pa = Z‘PgOﬁ,(P[FZ DEg
g g




Der Zeitbedarf einer Gruppe richtet sich auch
nach den Stromen der anderen Gruppen auf
dem betreffenden Bogen:

t2(0)=taElo" ¢2....)

Die Gleichungen lassen sich bei mehreren
Gruppen nicht mehr mit einer
Extremalaufgabe verknupfen.




Ein Beispiel

e



A2

Autobahn

L3 Stadt D

Landstrasse

Stadt B

L1

Stadt C

Stadt A

Autobahn

A4

Fahrzeiten
Autobahnen: t(A2) = t(A4) = 50 + j Minuten

Landstrassen: t(L1) = t(L3) = 0 + 10j Minuten

j = Verkehrsfluss (in 1000 Fahrzeuge) [bei 3000 Fahrzeuge also j = 3]

Gesamtanzahl Fahrzeuge = 6000




Fahrzeiten
Autobahnen: t(A2) = t(A4) = 50 + 3 Minuten
Landstrassen: t(LT1) = t(L3) = 0 + 10 x 3 Minuten

Gesamtstrecke: 83 Minuten




Autobahn

Stadt B Stadt D

Landstrasse

Stadt A

Stadt C

Autobahn

Fahrzeit fir den Tunnel
t(BC) = 10 + j Minuten




4 Stadt B 4 Stadt D

Stadt A Stadt C

Fahrzeiten
t(ACD) = t(ABD) =50 + 2 + 10 x 4 = 92 Minuten
t(ABCD) =2 x10x4 + 10 + 2 = 92 Minuten







3000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und bendétigen dann 93 Minuten
2000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und bendétigen dann 82 Minuten
1000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und bendtigen dann 81 Minuten

3000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und benétigen dann 103 Minuten
1000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und bendtigen dann 81 Minuten
2000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und benétigen dann 92 Minuten

2000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und benétigen dann 102 Minuten
1000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und benoétigen dann 91 Minuten
3000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und benétigen dann 103 Minuten

2000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und bendtigen dann 82 Minuten
3000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und benétigen dann 93 Minuten
1000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und bendtigen dann 81 Minuten

1000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und bendtigen dann 91 Minuten
2000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und bendétigen dann 102 Minuten
3000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und bendtigen dann 103 Minuten

1000 Fahrer wahlen die Strecke ABD und bendtigen dann 81 Minuten
3000 Fahrer wahlen die Strecke ACD und bendtigen dann 103 Minuten
2000 Fahrer wahlen die Strecke ABCD und benétigen dann 92 Minuten



Ein Fahrer durch den Tunnel ...

3 +1/1000

t(ABCD) =10x3 + 10+ 1/1000 + 10x (3 + 1/1000) = 70,011 Minuten
t(ACD) =50 +3 + 10 x (3 + 1/1000) = 83,01 Minuten
t(ABD) = 10 x 3 + 50 + (3 - 1/1000) = 82,999 Minuten

Durchschnittsfahrzeit:

(1 x 70,011 Min. + 3000 x 83,01 Min. + 2999 x 82,999 Min.) / 6000
= 83,00233533 Minuten




» Wirden alle die Strecke ignorieren, ware die Fahrzeit fur alle
Teilnehmer wieder 83 Minuten.

» Die Versuchung, die freie Strecke zu nutzen und so die
Fahrzeit von 83 auf 70 Minuten zu reduzieren, fuhrt dann
aber in das Dilemma zuruick.

» Die einzige Losung ware die Neubaustrecke wieder
abzureissen.




